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Аннотация: Изложены в компактной форме обоснование 

корректности определения суммы вещественных чисел, доказа-
тельство теоремы о существовании верхнего и нижнего преде-
лов ограниченной числовой последовательности. Рассмотрены 
некоторые методические аспекты при определении точек раз-
рыва функции. 

 
 
 
При доказательстве математических утверждений (лемм, теорем) 

преподавателю желательно избегать двух моментов: 1) перегруженности 
доказательства словесным описанием; 2) излишней формализации доказа-
тельства с помощью математических символов; ибо в обоих случаях уча-
щимся трудно воспринимать существо излагаемого материала (в первом 
случае суть доказательства растворяется в обилии слов, во втором – скры-
вается в сложности математической символики). 

При доказательстве желательно соблюдать разумную грань между 
словесным описанием и использованием математической символики, что 
способствует прозрачности и ясности доказательства. 

Например, в большинстве учебных пособий при доказательстве кор-
ректности определения суммы вещественных чисел наблюдается перекос 
в пользу использования словесного описания. Устранение такого перекоса 
дополнительной формализацией доказательства способствует лучшему 
пониманию учащимися существа дела. 
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«Техническая механика и детали машин», e-mail: kulikov@apmath.tstu.ru, ТамбГТУ, г. Тамбов, 
Россия. 
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Пусть ;, R∈βα  AA ′|  и BB ′|  – сечения в ,Q  определяющие α  и β . 
Пусть },  ,|{1 BbAaba ∈∈+=Ω  }.  ,|{2 BbAaba ′∈′′∈′′+′=Ω  По опреде-
лению, |γ=β+α  

 

 ,baba ′+′≤γ≤+   ,1Ω∈+∀ ba   2Ω∈′+′∀ ba .  (∗) 
 

Теорема 1. |! R�∈γ∃  выполняется соотношение (∗). 
► На первом этапе показывается, что  
 

 ,infsup 21 baba ′+′≤Ω≤Ω≤+    ,1Ω∈+∀ ba    2Ω∈′+′∀ ba . (1)  

Из (1) |{ R∈γ=Γ⇒  выполняется соотношение (∗)} ,∅≠  ибо ,sup 1Ω  
.inf 2 Γ∈Ω  

На втором  
 

 ,infsup 21 Ω≤γ≤Ω   .Γ∈γ∀   (2) 

На третьем  
 

 .infsup 21 Ω=Ω   (3) 
 

Далее, из (1) – (3) ⇒ ∃ |! R�∈γ  выполняется соотношение (∗) 1sup( Ω=γ  
или 2inf Ω=γ ).◄ 

Выделим некоторые методические аспекты при доказательстве тео-
ремы о существовании верхнего и нижнего пределов ограниченной число-
вой последовательности. 

Пусть }{ nx  – ограниченная числовая последовательность, то есть 
 

 ,|, MxmMm n ≤≤∈∃ R    N∈∀ n ;  (4)  

Ω – множество частичных пределов последовательности },{ nx  H – мно-
жество ее предельных точек. Непосредственно доказывается следующее 
утверждение. 

Теорема 2. Справедливо равенство H=Ω . 
Замечание 1. Если интервал ),( ba  содержит не более конечного чис-

ла членов последовательности },{ nx  то .),( ∅=∩ baH  
Замечание 2. Если отрезок ],[ ba  не содержит предельных точек по-

следовательности }{ nx , то на нем имеется не более конечного числа чле-
нов этой последовательности. 

Справедливость замечаний 1, 2 проверяется предположением от про-
тивного, при этом при проверке замечания 2 используются теорема Боль-
цано – Вейерштрасса и теорема 2. 

Теорема 3. У ограниченной последовательности }{ nx  существуют 
верхний и нижний пределы. 

► Из неравенств (4) следует в силу теоремы о предельном переходе 
в неравенстве, что ,Mlm ≤≤  Ω∈∀ l , то есть множество Ω  ограничено 

,sup* Ω=∃⇒ M  .inf* Ω=m  Покажем, что .* Ω∈M  



ВОПРОСЫ СОВРЕМЕННОЙ НАУКИ И ПРАКТИКИ. 160 

Предположим противное: ⇒∈⇒Ω∈ HMM *
Т.2  

*      |)( *MOε∃ множе-

ство }{)( *
nxMO ∩ε  конечно или пусто

3.1  
  ⇒ ∅=∩ε HMO )( *   

Т.2
⇒  

 

 ∅=Ω∩ε )( *MO .  (5) 
 

С другой стороны, | sup* Ω∈∃⇒Ω= lM  ⊂ε−∈ ), (| ** MMl ⇒ε )( *MO
∅≠Ω∩ε )( *MO , что противоречит равенству (5). Предположение от про-

тивного не верно. Итак, ,* Ω∈M  . lim sup *
  

* MxxM nn
==∃⇒Ω=

∞→
 Анало-

гично показывается, что *
  

lim  mxx n
n

==∃
∞→

. ◄ 

В силу теорем 2, 3 справедливо включение .], [ xxH ⊂  
Следствие 1. Для любого сколь угодно малого положительного числа 

ε  вне интервала )  ,  ( ε+ε− xx  содержится не более конечного числа чле-
нов последовательности }.{ nx  

Напомним, что следствие 1 используется при доказательстве достаточ-
ности в следующей теореме: }{    lim 

  nnn
xax ⇔=∃

∞→
 ограничена и .axx ==  

Сделаем несколько замечаний о методике определения точек разрыва 
функции. 

Рассмотрим функцию )(xfy = , )( fDx∈ . Известно (см., например, 
[1, с. 177; 2, с. 110] ), что понятие непрерывности функции )(xf  вводится 
в предельных точках множества ,)( fD  принадлежащих )( fD  (непре-
рывность функции )(xf  в изолированных точках множества )( fD  рас-
сматривается как вырожденный случай [1, с. 177]). В стандартных учебни-
ках для вузов (см., например, [3, с. 98] ) ограничиваются случаем внутрен-
них точек множества .)( fD  При определении точек разрыва функции 
имеется различный подход: например, в [1, с. 181] точками разрыва функ-
ции )(xf  называются предельные точки множества ,)( fD  принадлежащие 

,)( fD  в которых функция )(xf  не является непрерывной; а в [2, с. 143] 
к уже названным точкам разрыва добавляются предельные точки множе-
ства ,)( fD  не принадлежащие .)( fD  Следующий простой пример пока-
зывает, что при определении точек разрыва функции желателен единый 
подход. Рассмотрим функцию 1)( =xf , ,]1;0[)( Q∩=fD  где Q  – множе-
ство рациональных чисел. Согласно [1], функция )(xf  не имеет точек раз-
рыва, так как она непрерывна на )( fD  (в точках 01 =x  и 12 =x  функция 
непрерывна соответственно справа и слева). Согласно [2] функция )(xf  
непрерывна на )( fD  и в то же время имеет несчетное множество 

∩=Ω ]1;0[ ϒ  (здесь ϒ – множество иррациональных чисел) устранимых 
точек разрыва, ибо каждая точка Ω∈0x  является предельной точкой мно-
жества )( fD  и 

1)(lim
0    )(

=
→∋

xf
xxfD

. 
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Abstract: The author provides a rationale for the correctness of 

finding the sum of real numbers, the proof of the existence of the upper and 
lower limits of the limited numerical sequence theorem, and discusses some 
methodological aspects for determination of discontinuity points. 
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