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Аннотация: Исследована адекватность математической 

модели распространения тепла в сферическом полупространст-
ве реальному тепловому процессу метода неразрушающего теп-
лового контроля твердых материалов. Рассмотрена стадия ос-
тывания. Представлен пример численной реализации метода на 
объекте  из стекла.  

 
Обозначения: а – температуропроводность, м2/с; q – плот-

ность теплового потока, Вт/м2; Rпл – радиус плоского нагрева-
теля, м; R – радиус сферического нагревателя, м; Т – температу-
ра, K; λ – теплопроводность, Вт/(м⋅K); сρ – объемная теплоем-
кость, Дж/(м3⋅К); r, z – пространственные координаты, м ; ε – 
тепловая активность, (Вт⋅с0,5)/(м2⋅K); ρ – плотность, кг/м3; τ – 
время, c. 

 
 

 
Введение 

 
Рассмотрим измерительную схему многомодельного метода неразру-

шающего определения теплофизических свойств (ТФС) твердых материа-
лов (рис. 1). Тепловое воздействие на исследуемое тело (например из по-
лимерного материала) осуществляется с помощью плоского нагревателя, 
выполненного в виде тонкого диска радиусом Rпл, встроенного в подложку 
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измерительного зонда (ИЗ). Температурное распределение контролируется 
несколькими (не менее трех) термоприемниками (ТП). Реализация метода 
осуществляется измерительными системами, детальное описание которых 
представлено в работах [1 – 3]. 

На рис. 2 показаны термограммы, полученные экспериментально на 
изделии из политетрафторэтилена (ПТФЭ) [1]. На каждой из термограмм 
выделим несколько участков, соответствующих различным состояниям 
температурного поля исследуемой системы. Так для термограммы, зафик-
сированной центральным ТП на изделии, характерны восемь участков 
(рис. 3). 

Участку I соответствует одномерное температурное поле в локальной 
области исследуемого тела (вблизи нагревателя). Тепловые потоки, посту-
пающие в изделие и зонд, изменяются во времени, так как между нагрева-
телем и исследуемым телом имеется термическое сопротивление, нагрева-
тель обладает инерционностью. Участку II отвечает одномерное темпера-
турное поле, процесс проходит стадию регуляризации в локальной облас-
ти исследуемого тела, расположенной вблизи нагревателя и термоприем-
ников [1, 4, 5]. 

Участку III соответствует двумерное температурное поле в образце, 
поскольку нельзя пренебречь распространением тепла в радиальном на-
правлении. Участку IV отвечает тепловой процесс, вышедший на стадию 
регуляризации. В локальной области исследуемого полимерного материа-

 
 

Рис. 1. Измерительная схема 
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Рис. 2. Термограммы для ПТФЭ: 
1 – на оси нагревателя;  

2, 3 – на расстояниях 7 и 9 мм от оси
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Рис. 3. Термограмма 1 (см. рис. 2) с выделенными участками
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ла формируется температурное поле, близкое к одномерному полусфери-
ческому. На участке V нарушаются условия полуограниченности иссле-
дуемого тела. 

После отключения нагревателя (τ > τоткл) на стадии остывания можно 
выделить участки: VI – тепловые потоки изменяются во времени; VII – 
тепловой процесс проходит стадию регуляризации; VIII –  тепловой про-
цесс изменяется.  

Участки термограммы II, IV и VII – рабочие, так как возможно одно-
значно определить значения ТФС в зависимости от параметров аналитиче-
ских моделей, описывающих термограмму на данных температурно-
временных интервалах, используя регулярные тепловые режимы на моде-
лях плоского и сферического полупространств [1, 4, 5]. 

Для разработки математических моделей определения ТФС материа-
лов при неразрушающем контроле использована следующая аналогия раз-
вития теплового процесса: на начальной стадии развития теплового про-
цесса рассматривается задача о распространении тепла от бесконечного 
плоского нагревателя с плотностью теплового потока q в плоском полу-
пространстве (модель А). При больших значениях τ – в предположении, 
что плоский круглый нагреватель заменен эквивалентным ему поверхно-
стным сферическим, рассматриваются задачи о распространении тепла в 
сферическом полупространстве (при нагреве и остывании – модели B и C). 
Постановки и решения краевых задач теплопроводности по моделям А, В и 
С представлены в работах [1, 4, 5].  

 
Стадия остывания 

 
Рассмотрим стадию остывания, соответствующую модели С. Реше-

ние задачи, описывающей процесс распространения тепла в исследуемом 
объекте контроля (первое тело) по модели С для поверхностного слоя 
(х = 0) в предположении отсутствия структурного перехода в полимерном 
материале (см. рис. 1 и 2) имеет вид [1, 4, 5]: 
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где индексы 1 и 2 относятся соответственно к материалу исследуемого 
тела и материалу, из которого изготовлена подложка измерительного  
зонда.  

При этом принималось допущение о том, что конечное распределение 
температуры в математической модели процесса теплопереноса от поверх-
ностного сферического нагревателя после окончания действия источника 
тепла будет близко к стационарному [6]. Так как в реальном эксперименте 
используется круглый плоский нагреватель, то необходимо определить 
продолжительность стадии нагрева и соотношение радиусов Rпл и R, при 
котором температурные поля на стадии остывания, создаваемые круглым 
плоским и сферическим поверхностным нагревателями будут близкими. 
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Соотношение радиусов Rпл и R, при котором температурные поля, 
создаваемые при нагреве круглым плоским и сферическим поверхностным 
источниками постоянной мощности, будут идентичными, пл 2.R R=  
Данное соотношение имеет место при локальной регуляризации тепловых 
потоков в ограниченной зоне системы «изделие – зонд» и справедливо для 
участка IV термограммы [1]. 

Если отключение нагревателя происходит на участке V термограммы, 
где тепловой процесс не находится в стадии регуляризации, то соотноше-
ние радиусов Rпл и R изменится, так как отношение теплового потока в лю-
бой точке тела к потоку тепла на его поверхности зависит от времени [6 – 8]. 

Определение условий адекватности тепловых процессов проводилось 
следующим образом. Подбирались такие значения радиуса сферического 
поверхностного нагревателя и продолжительности стадии нагрева, чтобы 
температурное поле, полученное с использованием численного моделиро-
вания двумерных полей методом конечных элементов (с помощью пакета 
ELCUT [9]), на рабочем участке при остывании было идентично темпера-
турному полю, построенному с использованием полученной математиче-
ской модели (2). 
 

Пример численной реализации 
 

Последовательность действий проиллюстрируем следующим приме-
ром. Материал исследуемого изделия – стекло ТФ. Подложка зонда изго-
товлена из пенополиуретана марки «Рипор». 

Термограмма, построенная для системы двух тел с использованием 
численного моделирования методом конечных элементов [9], представлена  
на рис. 4, а. Термограммы, представленные на рис.4, б: в плоскости кон-
такта действуют плоский круглый источник тепла (численное моделиро-
вание, линия 1) и сферический поверхностный нагреватель (модель (2), 
линия 2). 
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Рис. 4. Термограммы, построенные для системы двух полуограниченных тел  
с различными ТФС по данным примера: 

а – стадии нагрева и остывания, численный расчет; б – стадия остывания  
(линия 1 получена численно, линия 2 – по модели (2)) 
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Условия численного моделиро-
вания:  

q = 20000 Вт/м2;   
ε1 = 848,3 (Вт⋅с0,5)/(м⋅К);    
λ1 = 0,699 Вт/(м⋅К);  
ε2 = 42,2 (Вт⋅с0,5)/(м⋅К);    
λ2 = 0,028 Вт/(м⋅К);    
Rпл = 0,004 м; R = 0,00141 м; 

продолжительность стадии нагрева – 
80 с; τо − время от момента отклю-
чения нагрева и начала стадии осты-
вания. 

Определим относительную по-
грешность значений температуры в 

точке контроля, расположенной на оси нагревателя в плоскости контакта 
подложки измерительного зонда с исследуемым телом, 

 

1 2

1
100 %.T

T T
T
−

δ = ⋅  
 

 

Погрешность δТ обусловлена различием математических моделей 
распространения тепла от плоского круглого и сферического поверхност-
ного источников тепла на стадии остывания. На рисунке 5 представлена 
зависимость δТ от времени.  

Для условий примера на участке VII термограммы величина δТ ≤ 2 %.  
Очевидно, что идентичность температурных полей, создаваемых 

круглым плоским и сферическим поверхностным нагревателями, будет 
существенно зависеть от продолжительности стадии нагрева и, следова-
тельно, от температуры изделия в конце стадии нагрева.  

Таким образом, необходимо найти такую температуру изделия (или 
продолжительность стадии нагрева от круглого плоского источника теп-
ла), которая соответствовала бы распределению температуры, близкому 
стационарному при нагреве от сферического поверхностного нагревателя. 

Анализируя данные, представленные на рис. 4 и 5, можно предполо-
жить, что  время до момента отключения круглого плоского нагревателя 
следует устанавливать в зависимости от теплофизических свойств мате-
риала рассматриваемого изделия. Имитационное моделирование, выпол-
ненное ранее и представленное в работе [1], показало, что  время до мо-
мента отключения нагревателя наиболее существенно зависит от тепло-
проводности материала исследуемого изделия. 

При имитационном моделировании теплового процесса в системе  
«изделие – зонд» на стадии остывания учитывались результаты опытов, 
для которых δТ  ≤ 3 %. Варьировали плотность теплового потока q и ТФС 
изделия [1]. 
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Приведем соотношение радиусов нагревателей Rпл и R, согласно 
уравнению (2) 

 пл .
2 2
R

R =  (3) 
 

Продолжительность стадии нагрева (до момента отключения нагрева-
теля) подбиралась так, чтобы температурное поле, полученное с использо-
ванием численного моделирования от круглого плоского нагревателя  
на рабочем участке термограммы, было близко температурному полю,  
построенному по модели сферического полупространства (2) – модели С 
(δТ ≤ 3 %); Тоткл – температура отключения, которая соответствует темпе-
ратуре изделия в конце стадии нагрева.  

Максимальное значение температуры материала исследуемого изде-
лия  при достижении стационарной стадии  с учетом соотношения (3) опре-
делим из уравнения [6] 

 пл
ст

1 2
.

2 ( )
qRT =
λ + λ

 
 

Значение температуры материала исследуемого изделия, при дости-
жении которой необходимо отключить плоский нагреватель, найдем исхо-
дя из следующих соображений. 

Определим критерий K, с помощью которого найдем  значение тем-
пературы отключения Тоткл источника тепла:  

 

 ст

откл
.TK

T
=  

  

Запишем модель (2) 
 

 ( ) ( )
( )

2
1 2 пл

пл 2
1 2

, .
4

q R
T R

ε + ε
τ =

λ + λ π τ
 (4) 

 

В результате проведенного регрессионного анализа, учитывая, что за-
висимость K = f (λ1) линейная, получим уравнение 

 

 10,8388 0,0793 .K = + λ  (5) 
 

Таким образом, если по окончании участка IV термограммы опреде-
лить значение коэффициента теплопроводности материала исследуемого 
изделия λ1 (что предусматривается разработанным способом определения 
ТФС [1]), а затем вычислить значение критерия K, то можно найти темпе-
ратуру нагревателя Тоткл, при которой необходимо закончить стадию на-
грева 

 ст
откл .ТT

K
=  (6) 

 

Для условий примера на участке VII термограммы (см. рис. 5) вели-
чина δТ ≤ 2 %.  
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Заключение 
 
1. Рассмотрена стадия остывания, реализуемая в многомодельном ме-

тоде неразрушающего определения теплофизических свойств материалов, 
и определены условия адекватности математической модели распростра-
нения тепла реальному теплопереносу. 

2. При определении продолжительности стадии нагрева установлено, 
что время отключения плоского круглого нагревателя необходимо назна-
чать в зависимости от теплопроводности исследуемого материала.  

3. Значение теплопроводности материала исследуемого изделия сле-
дует вычислять по окончании участка IV термограммы. 

4. Найден критерий, позволяющий определить температуру нагрева-
теля, при достижении которой необходимо его отключить. 

5. Определено соотношение радиусов круглого плоского и сфериче-
ского поверхностного нагревателей, при котором температурные поля  
на стадии  остывания будут близкими.  
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Abstract: We investigated the adequacy of the mathematical model of 

heat propagation in the spherical half to the actual thermal process of non-
destructive thermal control of solid materials. We considered the stage of 
cooling. The example of the numerical realization of the method on an 
object made of glass was described.  
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