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Аннотация: Рассмотрена задача быстродействия для ли-

нейной системы с матрицей, имеющей спектр специального ви-
да, которая сводится к степенной min-проблеме Маркова с чет-
ными пропусками. Приведен алгоритм программы, реализую-
щей численное решение задачи быстродействия для линейной 
системы.  

 
 
 
В современной теории оптимального управления одно из централь-

ных мест занимает проблема быстродействия, в частности, линейная зада-
ча быстродействия. Поскольку время быстродействия является естествен-
ным критерием оптимальности, задача быстродействия – один из наиболее 
распространенных объектов применения различных методов оптимально-
го управления. Решение задач линейного быстродействия важно с точки 
зрения нелинейных систем, так как решение таких задач может быть све-
дено к решению линейных систем. 

Основным звеном, связывающим теоретические исследования с прак-
тикой, является разработка для решения задач быстродействия численных 
методов, ориентированных на компьютерное применение. Интерес пред-
ставляет решение задач быстродействия для систем большой размерности. 
Трудность решения таких задач состоит в том, что в процессе вычислений 
приходится иметь дело с плохо обусловленными матрицами.  
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Рассмотрим задачу быстродействия для линейной системы 
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где A  – матрица размерности ;nn×  b  – n -мерный вектор-столбец; 
nEx∈  – вектор состояния объекта; Ru∈  – управление; Θ  – время дви-

жения объекта из точки 0x  в начало координат. Элементы матрицы A   
и вектора b  – действительные числа. 

Задача быстродействия для управляемого объекта (1) заключается  
в нахождении допустимого управления ),(tu  переводящего объект из  
начального состояния nExx ∈= 0)0(  в начало координат за наименьшее 
время. 

Функция )(tu  в решении задачи быстродействия кусочно-постоянная 
и принимает значения 1±  [1]. Если спектр матрицы A вещественный,  
тогда функция )(tu  имеет не более 1−n  точек разрыва [1, 2], которые на-
зываются моментами переключения управления. 

Пусть ранг матрицы ),,,,( 12 bAbAbAbQ n−= K  равен n, то есть систе-
ма (1) полностью управляема [2], тогда можно попасть из произвольной 
точки 0x  в начало координат. Решение системы (1) имеет вид 
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Из выражения (2) при Θ=t  получим соотношение 
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Обозначим через u~  управление на последнем промежутке ].;[ 1 Θ−nT  
Если ,1~ −=u  то управление )(tu  будем называть управлением первого ро-
да, если 1~ +=u  – управлением второго рода. 

Таким образом, решение задачи быстродействия (1) сводится к нахож-
дению времени быстродействия ,Θ  рода управления u~  и моментов пере-
ключения  .,,, 121 −nTTT K  

Рассмотрим решение задачи быстродействия (1) для случая, когда 
спектр матрицы A  имеет вид .})12{()( 1

n
kkА =λ−=σ  В случае такой матри-

цы задача быстродействия (1) приводится к виду 
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Для задачи быстродействия с ограничениями на управление 1|)(| ≤tu  
в [3, 4] предложен подход, основанный на сведении задачи быстродейст-
вия (4) к min-проблеме моментов Маркова.  
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Пусть управление )(tu  переводит произвольную точку 0x  в начало 
координат за время .Θ  Тогда справедливы моментные равенства 
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Рассмотрим случай .0<λ  Делая замену переменной ,λτ−= et  мо-
ментные равенства (5) примут вид 
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где .~ Θλ−=Θ e  
Таким образом, решение задачи быстродействия (4) сводится к сте-

пенной min-проблеме моментов Маркова 
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здесь .0xs λ=  В работах [1, 5] проблема моментов (7) называется степен-
ной min-проблемой моментов Маркова с четными пропусками. 

Введем обозначение  ,~ iT
iT λ−= e  где iT – моменты переключения оп-

тимального по быстродействию управления в задаче (4), iT~ – точки разры-
ва функции ),( tu  решающей min-проблему моментов (7). В дальнейшем 

также будем называть Θ~  временем быстродействия и iT~  моментами пере-
ключения. 

Рассмотрим более общий случай, когда функция )(tu  имеет ( )1−n  
точек разрыва .,,, 121 −nTTT K  Тогда решение моментных равенств (6) при-
водит к нелинейной системе уравнений со знакочередующимися коэффи-
циентами 
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где u~  – управление на последнем промежутке ],~;~[ 1 Θ−nT  .1~ ±=u   

Обозначим правые части системы (8) через 12 −kC , то есть 
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Решение системы (8) подробно рассмотрено в [5] и получены уравне-
ния для нахождения времени быстродействия :~

Θ  
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в случае четного и нечетного n соответственно. Рекуррентные формулы 
для нахождения полиномов 12 −γ k  имеют вид 
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где nk ,,1 K= .  

Левые части уравнений (10) и (11) являются полиномами от ,~
Θ  ,0x  

u~  в силу (9) и (12). Обозначим определитель в уравнениях (10) или (11)  
через .12 −Δ n  

Теорема. Время быстродействия Θ~  является наибольшим веществен-
ным корнем уравнения 

 

,0)~,~,( 0
12 =ΘΔ − uxn  

 

причем, если Θ~  – наибольший вещественный корень уравнения 
 

,0)1,~,( 0
12 =−ΘΔ − xn  

 

то 1~ −=u  (управление первого рода);  
если же Θ~  – наибольший вещественный корень уравнения 

 

,0)1,~,( 0
12 =+ΘΔ − xn  

 

то 1~ +=u  (управление второго рода) [5]. 

Для задачи (4) время быстродействия .~ln1
Θ

λ
−=Θ  

После того, как найдены время быстродействия Θ~  и род управления, 
необходимо найти моменты переключения управления .~,,~,~

121 −nTTT K  Рас-
смотрим метод последовательного нахождения моментов переключения 
управления, который заключается в следующем. В случае четного n  мо-
мент переключения 1

~
−nT  является наибольшим вещественным корнем 

уравнения 
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Здесь полиномы )~,(~
1

0
12 −−γ nk Tx  ( 1,,1 −= nk K ) определяются формулами 
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В случае нечетного n  момент переключения 1
~
−nT  является наи-

большим вещественным корнем уравнения 
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где полиномы )~,(~
1

0
12 −−γ nk Tx  ( 1,,1 −= nk K ) также определяются форму-

лами (13). 
Далее таким же образом находится 2

~
−nT  и все остальные моменты пе-

реключения. Порядок определителя в уравнении для нахождения момен-
тов переключения при этом каждый раз уменьшается. Нахождение каждо-
го нового момента переключения требует переопределения последова-
тельности полиномов }.~{ 12 −γ k  

В исходной задаче быстродействия (4) моменты переключе-

ния  .1,,1,~ln1
−=

λ
−= niTT ii K  

Для реализации численного решения задачи быстродействия (4) со-
ставлена программа на встроенном в математический пакет Waterloo 
Maple 9 языке программирования высокого уровня. Для произвольного 
порядка n системы (4) с заданной точностью определяется время быстро-
действия и управление, которое является кусочно-постоянной функцией, 
имеющей ( )1−n  точек разрыва (моментов переключения). Проводилась 
проверка точности попадания в начало координат с помощью полученного 
управления, то есть проверялось равенство (3). 

Рассмотрим пример, иллюстрирующий работу компьютерной про-
граммы. 

Пример. Приведем результаты численного решения задачи быстро-
действия (4). Точность вычислений .10 90−  
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Управление )(tu  является кусочно-постоянной функцией, прини-
мающей значения 1±  и имеющей ( )1−n  моментов переключения (точек 
разрыва) .,,, 121 −nTTT K  

Пусть размерность системы (4) ,19=n  ,1−=λ  начальная точка 
).1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0(0 =x  

В результате численного решения с помощью компьютерной про-
граммы получено, что управление u~  на последнем промежутке 

1];[ 18 −=ΘT  (управление первого рода), время быстродействия  
 

,499237944182731582076554196800,0 K=Θ  
 

моменты переключения (точки разрыва) управления: 
 

;056430080206195975821299511012,01 K=T   
;073641413646640492371332096048,02 K=T  
;107321543057400308312513729101,03 K=T  
;675892822221362321792863137167,04 K=T  
;020025124612730481211399459238,05 K=T  
;343639888625944820043256096311,06 K=T  
;240144668886959121358930847381,07 K=T  
;093933151361124922665793677448,08 K=T  
;692180033678757528859459389510,09 K=T  
;213513147782136052490055343566,010 K=T  
;663040303581254832359672245616,011 K=T  
;214742160735205572518406009660,012 K=T  
;835613169925320874491724659697,013 K=T  
;731825488964691422778011278729,014 K=T  
;895370854282382580505241966754,015 K=T  
;373000202425679082775572825774,016 K=T  
;565715645912496164654582943788,017 K=T  
,589610134843025376691806386797,018 K=T  

точность попадания в конечную точку порядка .10 66−  
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Computer Modeling of Time-Optimal Control Problem for a Linear 
System Based on Power Moment Min-Problem with Even Gaps 
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Abstract: The time-optimal problem for a linear system which matrix 

has the spectrum of the special form is considered. This problem is reduced 
to the power Markov moment min-problem with even gaps. The paper 
presents an algorithm of program, which gives numerical solving of time-
optimal control problem for a linear system.  
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