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Аннотация: Рассмотрен алгоритм анализа и синтеза мате-

матических моделей нелинейных динамических систем на ос-
нове аппроксимации многомерных ядер Винера–Вольтерра во 
временной и частотной областях. Приведен метод использова-
ния уточненного преобразования Лапласа для анализа характе-
ристик нелинейных динамических систем. 

 
 
 

В настоящее время перед нашей страной стоят задачи модернизации, 
инноваций, повышения технико-экономического уровня и качества 
машин, оборудования и приборов. При этом огромную роль играет 
комплексная автоматизация производства. Решение этих и многих других 
вопросов в настоящее время не возможно без широкого использования 
средств вычислительной техники для исследования, идентификации и 
моделирования сложных машиностроительных систем. В современной 
теории систем одним из основных подходов является анализ эксперимен-
тальных данных, получаемых при опытном исследовании системы или в 
процессе ее эксплуатации. После ряда преобразований анализ этих экспе-
риментальных данных позволяет обеспечить конструирование математи-
ческой модели, которая в смысле выбранного критерия качества, характе-
ризующего степень близости выходных сигналов модели и системы, соот-
ветствует исследуемой системе. Наиболее полно этот метод соответствует 
описанию систем с помощью вход-выходных соотношений. 

В 1942 г. Винер дал метод определения реакции нелинейной системы 
на шум [6]. Позднее Джорджем и Ван-Трисом для исследования нелиней-
ных систем были применены функционалы Вольтерра [4, 5]. Аналогичные 
исследования были проведены в Англии Барретом [2] и в США Флейком 
[3]. 
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Предположим, что нелинейная система описывается с помощью диф-
ференциального уравнения 

 

 ),(...),,()()( tgxxFtxDZ =′+  (1) 
 

где Z(D) – линейный дифференциальный оператор; F – нелинейная анали-
тическая функция аргумента x, производные которой удовлетворяют усло-
виям экспоненциальной ограниченности Липшица [8]. В правой части 
уравнения стоит вынуждающая сила, ограниченная в детерминированном 
случае или имеющая ограниченные моменты произвольного порядка в 
стохастическом случае. 

Выход или реакция системы x(t) в общем случае может быть пред-
ставлена в виде бесконечной суммы: 
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В данном случае каждая система n-го порядка характеризуется своим 
ядром n-го порядка. Первая система является линейной; ее выходной сиг-
нал представляет собой свертку входного сигнала g(t) с импульсной функ-
цией линейной части всей системы. Вторая система является уже нели-
нейной и носит квадратичный характер: ее выход есть свертка второго по-
рядка входа с импульсной функцией h2(t1, t2). Аналогично третья система 
носит кубический характер: ее выход x3(t) представляет собой трехмерную 
свертку входа g(t) с импульсной функцией h3(t1, t2, t3), которая может быть 
названа ядром Вольтерра третьего порядка. 

Таким образом, применение рядов Винера–Вольтерра является обоб-
щением интеграла свертки, используемого для описания линейной системы.  

При рассмотрении многомерных систем в частотной области вводятся 
прямые и обратные многомерные преобразование Лапласа [7], определяе-
мые аналогично одномерным преобразованиям [8]. 

Многомерные преобразования обладают всеми теми же свойствами, 
что и одномерные. Наибольший интерес представляет теорема о переходе 
к одной переменной в области изображений. В случае преобразования Ла-
пласа, для функций двух аргументов, она выглядит следующим образом: 
если 
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где ( )21, ttf  – оригинал; ( )21, ssF  – его изображение; Br2 – двумерный 
контур интегрирования Бромвича, то есть вдоль прямых ( ),, ∞+∞− jcjc ii  

,2,1=i  удовлетворяющих условиям ,Re 0
iii cs σ>=  ;2,1=i  ∗{}  – сокра-

щенная запись операции перехода к одной переменной. 
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В случае, если входное воздействие или ядра функционалов заданы 
дискретно, например получены в ходе эксперимента, то применяются дис-
кретные преобразования Лапласа. Согласно [9], коэффициенты дискретно-
го преобразования Лапласа будут иметь вид 
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где f (t) – дискретно заданная m-мерная функция. 
Для устранения погрешностей при анализе быстроменяющихся функ-

ций, а также в ряде других случаев, например, когда нельзя повысить раз-
решающую способность прибора или провести повторные исследования, 
необходимо использовать уточненное преобразование Лапласа. 

Одним из методов повышения точности является метод линеаризации 
оригинала, то есть замена дискретно-заданной функции )( itf  непрерыв-
ной функцией, линейной на каждом отрезке [ ]., 1+ii tt  Такая замена не толь-
ко приближает )( itf  к теоретическим значениям, но и позволяет в полном 
объеме учесть экспоненциальный множитель при расчете коэффициентов 
преобразования. В двумерном случае дискретная функция от двух пере-
менных ( )21, ttf  заменяется плоскостью на каждом участке ( )[ ,, 21 ji ttf  
( )]., 1211 ++ ji tt  

Как показано в работе [9], данный метод способен значительно повы-
сить качество результатов при достаточно ограниченных исходных дан-
ных. Согласно теореме Фреше [9] имеется возможность аппроксимации 
произвольного непрерывного функционала регулярными функциональ-
ными полиномами, а согласно [1] имеет место тесная взаимосвязь между 
многомерной линейной и полиномиальной фильтрацией. 

Одномерный случай. Пусть дано множество точек ),(,),(),( 10 ntftftf K  
заданных на множестве моментов времени .,,, 10 nttt K  Тогда интерполи-
рующая функция будет иметь вид 
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Найти коэффициенты полинома можно, решив систему линейных 
уравнений вида 
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Эту систему часто записывают в матричном виде 
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Получив коэффициенты полинома, можем получить образ функции 
)(tf  в области изображений 
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Изображение функционала Вольтерра первого порядка, определенное 
формулой 

 ( ) ( ),)(1 sXsFsH =  (12) 
 

где H1(s) – изображение ядра первого порядка; X(s) – изображение входно-
го воздействия, может быть рассчитано как 
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Раскрыв скобки, приведя подобные, получим 
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чему во временной области соответствует функция 
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Аналогичным образом можно рассмотреть двумерный случай. 
Пусть известны значения функции njittf ji ,0,),,( 21 =  на некотором 

множестве моментов времени ).2,(),,( 12010 nn tttt  Тогда интерполирующая 
поверхность будет определена следующим образом: 
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Найти коэффициенты 
21kkC  можно, решив систему линейных уравне-

ний вида 
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Рассуждая аналогично одномерному случаю, получаем изображение 
функции ( )21, ttf  по Лапласу 
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Таким образом, изображение функционала Вольтерра второго поряд-
ка, определенное формулой 

 

 ( ) ( ) ( ),,),( 2121212 sXsXssFssH =  (19) 
 

где ),( 212 ssH  – изображение ядра второго порядка; ( )1sX  и ( )2sX  – изо-
бражение входного воздействия, может быть рассчитано как 



УНИВЕРСИТЕТ им. В.И. ВЕРНАДСКОГО. №3(34). 2011.  61 

 

( )

.
!!!!

!!!!
,

0
1

2
1

1

21

00
11
21

0

0
1

2

2

0
1

1

1

0
1

2
1

1

21

0
212

2
21

21

12
21

21

1

1
2

2

1
1

1

2
21

21

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∑∑∑∑

∑∑∑∑

=
++

==
++

=

=
+

=
+

=
++

=

n

r
rr

rr
n

r

n

k
kk

kk
n

k

n

r
r

r
n

r
r

r
n

k
kk

kk
n

k

ss

rxrCX

ss

kkCF

s

rCX

s

rCX

ss

kkCF
ssH

 (20) 

 

Осуществляем переход обратно во временную область. Тогда 
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Полагаем .21 ttt ==  Подобный переход можно было сделать и в об-
ласти изображений, в этом случае 
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Обобщим на многомерный случай. 
Пусть известны значения функции ( ) ,,0,,,...,, 11 1

niittf mmii m
=K  на 

некотором множестве моментов времени .),,(,),,,( 1010 mnnm tttt KKK  Тогда 
интерполирующий полином будет определяться как 
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Найти коэффициенты 
mkkC ...1

 можно, решив систему линейных урав-
нений вида 
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Изображение по Лапласу функции ( )mttf ...,,1  имеет вид 
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Таким образом, изображение функционала Вольтерра m-го порядка 
определенное формулой 
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где )...,,( 1 mm ssH – изображение ядра второго порядка; ( ) ( )msXsX ...,,1  – 
изображения входного воздействия, может быть рассчитано как 
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Осуществляем переход обратно во временную область. Тогда 
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Полагаем .1 mttt === K  
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Теперь полиномиальной нелинейной системе может быть сопоставле-
но выражение в комплексной области. Изображения ядер ),,( 1 ii ssH K  
полностью характеризуют систему точно так же, как передаточная функ-
ция является исчерпывающей характеристикой линейной стационарной 
системы в нулевом начальном состоянии. 

Преобразование Лапласа определено для функций ( ),...,,1 nttf  кото-

рые равны нулю, если хотя бы один из аргументов ,0<it  .,1 ni =  Однако 
во многих задачах встречаются функции, не удовлетворяющие этому ус-
ловию. В этом случае используется многомерное преобразование Фурье. 
Многомерное преобразование Фурье может быть получено из преобразо-
вания Лапласа заменой is  на ijω  при условии, что ,00 <σi  .,1 ni =  Поэто-
му все теоремы и свойства, доказанные ранее для преобразования Лап-
ласа, могут быть распространены и на преобразование Фурье. 
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Abstract: In this work the algorithm of analysis and synthesis 

of mathematical models of nonlinear dynamical systems is 
considered. It is based on the approximation of multidimensional 
Wiener–Volterra kernels in the frequency area. Also the method of 
using the refined Laplace transform for the analysis of the 
characteristics of nonlinear dynamic systems is provided. 
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