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Аннотация: Приведен ряд методических рекомендаций  

по преподаванию элементов функционального анализа студен-
там первого курса технических вузов, в частности, предложено 
вести изложение элементов функционального анализа парал-
лельно и в увязке с изучением других разделов общего курса 
математики. 

 
 
 
Известны многочисленные плодотворные применения понятий, фак-

тов и методов функционального анализа (ФА) в различных областях зна-
ния, например, при решении краевых задач математической физики [1 – 3], 
в вариационном исчислении и теории оптимального управления [4 – 6], 
поэтому ФА имеет важное значение в современном математическом обра-
зовании студентов. 

В связи с включением элементов функционального анализа (ЭФА)  
в общий курс математики (ОКМ) для некоторых специальностей техниче-
ских вузов и отсутствием учебников по ФА для данной категории студен-
тов возникает необходимость преподавания основ ФА на уровне, доступ-
ном бывшим выпускникам обычных средних общеобразовательных школ,  
в том числе студентам-договорникам, процент которых из года в год  
растет, но чья подготовка, как правило, не отвечает требуемому уровню 
знаний. Кроме того, несмотря на расширение программы ОКМ, количест-
во учебных часов на ее изучение остается прежним или даже сокращается.  
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В связи с этим, приходится ужимать изложение традиционных тем. Одна-
ко такая «экономия времени» не должна вредить реализации принципа 
научности в обучении, а именно, обеспечению высокого научного уровня 
изложения учебного материала и выработке у студентов учебно-исследо-
вательских навыков и умений. В итоге у преподавателя остается недоста-
точное количество часов на изложение новых разделов и возникает  
вопрос: какой именно материал изучать в эти часы. 

Предлагается: 
– включать в раздел ЭФА те понятия и факты ФА, которые можно  

использовать при изложении других разделов ОКМ; 
– вести изложение ЭФА параллельно и в увязке с изучением других 

разделов ОКМ. 
Такой подход позволит: 
– охватить основополагающие понятия и теоремы ФА; 
– показать практическую приложимость основных результатов ФА  

в различных областях математики и, тем самым, сформировать у студен-
тов представление о ФА как о мощном и достаточно универсальном аппа-
рате изучения математических дисциплин; 

– изложить на языке ФА некоторые вопросы традиционных тем ОКМ 
в более компактной и современной форме. 

Все это будет способствовать превращению ФА в традиционный раз-
дел ОКМ. 

При реализации поставленных задач необходимо также помнить  
о принципе доступности обучения. 

Ниже приведены несколько конкретных методических рекомендаций, 
которые могут оказаться полезными при изучении ЭФА в вузовском курсе 
математики. 

1. При изложении теоремы о замкнутости объединения конечного 
числа замкнутых множеств предлагается в целях экономии времени после 
доказательства свойства 2121 MMMM ∪=∪  [7, с. 58] распространить его 
методом математической индукции на конечное число множеств 
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следовательно, множество M замкнуто. Тем самым, отпадает необходи-
мость проводить отдельное доказательство данной теоремы, которое из-
ложено, например, в [7, с. 61]. Доказательство свойства (1) можно пред-
ложить в качестве упражнения для домашнего задания, ибо к моменту 
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изучения элементов функционального анализа студенты уже ознакомлены 
с применением метода математической индукции в школьном курсе мате-
матики или в других разделах вузовского курса математики, например,  
в математическом анализе. 

2. При определении линейного пространства E можно указывать во-
семь аксиом [8, с. 528], а можно ограничиться семью аксиомами [9, с. 71], 
заменяя аксиомы 

 

а) ExxxE ∈∀=Θ+∈Θ∃   ,| ; 
 

б) Θ=−+∈−∃∈∀ )(| )(   xxExEx  
 

равносильной им аксиомой 
 

в) ExxE ∈∀Θ=⋅∈Θ∃   ,0| . 
 

При этом при первом определении показывается при наличии осталь-
ных аксиом линейного пространства, что аксиома в) является следствием 
аксиом а) и б) [8, с. 529], но не оговаривается, что из в) следуют а)  
и б); при втором определении аксиомы а) и б) выводятся из аксиомы в)  
[9, с. 72], но не упоминается о справедливости обратного утверждения. 

Предлагается при определении линейного пространства с помощью 
восьми аксиом показать, что а), б) ⇔  в) и указать, что в силу доказанной 
равносильности аксиомы а) и б) в данном определении можно заменить 
аксиомой в). Если линейное пространство определяется с помощью семи 
аксиом, то нужно показать, что в) ⇔  а), б) и отметить, что в данном оп-
ределении вместо аксиомы в) можно указать аксиомы а) и б). 

Если линейное пространство E определено с помощью восьми акси-
ом, то необходимо строго обосновать следующие свойства, присущие ли-
нейному пространству. 

1) В линейном пространстве E существует единственный нулевой 
элемент Θ . 

Действительно, предположим противное: ,* E∈Θ∃ |* Θ≠Θ  
Exxx ∈∀=Θ+   ,* . Тогда, беря в качестве x  элемент Θ  и используя 

свойство коммутативности, получаем: *** Θ=Θ+Θ=Θ+Θ=Θ , то есть 
Θ=Θ* . Противоречие: предположение противного неверно. 

2) В линейном пространстве E для каждого элемента x  существует 
единственный противоположный элемент x− . 

Действительно, предположим противное: для некоторого Ex∈
,* Ex ∈−∃ |* xx −≠−  Θ=−+ )( *xx . Тогда, используя свойства ассоциа-

тивности и коммутативности, получаем:  
 

=−+−+=−++−=−++−=Θ+−=− )()]([)(][)]([ ***** xxxxxxxxxxx  
 

xxx −=Θ+−=−+Θ= )( , 
 

то есть xx −=− * . Противоречие: предположение противного неверно. 
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3) Exx ∈∀Θ=⋅   ,0 . 
Действительно, используя свойство ассоциативности и аксиомы 

xx =⋅1 , xxx β+α=β+α )( , получаем для Ex∈∀  =Θ+⋅=⋅ xx 00  
=−+⋅+⋅=−++⋅=−++⋅= )(]10[)(]0[)]([0 xxxxxxxxx =−++ )()10( xx

Θ=−+=−+⋅= )()(1 xxxx , то есть Θ=⋅ x0 . 
4) Exxx ∈∀−=⋅−   ,)1( . 
Действительно, используя аксиомы xx =⋅1 , xxx β+α=β+α )(  и до-

казанное свойство 3), получаем для Ex∈∀  =⋅−+⋅=⋅−+ xxxx )1(1)1(  
Θ=⋅=−+= xx 0)]1(1[ , то есть Θ=⋅−+ xx )1( , а это означает, по опреде-

лению, что x⋅− )1(  является противоположным элементов для x , следова-
тельно, в силу свойства 2) xx −=⋅− )1( . 

5) R∈α∀Θ=Θα   , . 
Действительно, при 0=α  утверждение 5) следует из свойства 3). 

Пусть 0≠α . Тогда, используя аксиомы yxyx α+α=+α )( , xx )()( βα=βα  
и доказанное свойство 4), получаем: =−α+α=−+α=Θα )()]([ xxxx  

=α−+α=α−+α=−α+α=⋅−α+α= ))(1())1(())1(())1(( xxxxxxxx
Θ=α−+α= )( xx , то есть Θ=Θα . 

После доказательств свойств 1) – 5) надо ввести в линейном про-
странстве E операцию вычитания, как обратную по отношению к опера-
ции сложения: если Eyx ∈, , то 

 

xyzzyx =+=−    |   .                                              (2) 
 

Далее нужно показать корректность определения (2): для данных Eyx ∈,  
∃  единственный элемент Ez∈ , удовлетворяющий условию (2). Для этого 
положим )( yxz −+= . Тогда, используя свойства ассоциативности и комму-
тативности,  получаем:  =−++=+−+=+−+=+ )]([])[()]([ yyxyyxyyxyz  

xx =Θ+= , то есть xyz =+ . Таким образом, элемент )( yxz −+=  удовле-
творяет условию (2). Покажем, что такой элемент единственен: предполо-
жим противное: ,* Ez ∈∃ |* zz ≠ xyz =+* . Тогда =Θ+= ** zz  

zyxyyzyyz =−+=−++=−++= )()()()]([ ** , то есть zz =* . Противоре-
чие: предположение противного неверно. 

В силу свойства 4) элемент )( yxz −+=  можно записать в виде 
yxz ⋅−+= )1( . 

После введения операции вычитания нужно обосновать следующий 
факт: 

6) Θ=−⇔= yxyx . 
Действительно, пусть yx = , тогда xxxy =Θ+=+Θ=+Θ , то есть 

xy =+Θ , а это означает, по определению, что Θ=− yx . Пусть Θ=− yx , 
тогда xy =+Θ , но yyy =Θ+=+Θ , следовательно yx = . 

3. Понятия линейного [7, с. 119], нормированного [10, с. 19], метриче-
ского пространств [10, с. 20] целесообразно ввести после доказательства 



ВОПРОСЫ СОВРЕМЕННОЙ НАУКИ И ПРАКТИКИ. 132 

теоремы о том, что арифметические операции над непрерывными функ-
циями приводят к непрерывным функциям [11, с. 112]. В результате полу-
чим линейное нормированное пространство ],[ baC  непрерывных на от-
резке ],[ ba  функций )(xuu =  с нормой |)(|max |||| xuu

bxa ≤≤
=  [7, с. 140], кото-

рое можно рассматривать как метрическое пространство с метрикой 
|||| ),( vuvu −=ρ , ибо любое нормированное пространство E с нормой |||| x  

превращается в метрическое пространство, если ввести в нем расстояние 
по формуле |||| ),( yxyx −=ρ  [13, с. 134]. Затем эти понятия можно  
закрепить при изучении раздела «Функции нескольких переменных»  
на примере n-мерного арифметического пространства 

{ }nixxxxx in
n ,1 ; |),...,,( 21 =∈== RR  [11, с. 479] с нормой 
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и порождаемой этой нормой евклидовой метрикой 
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при этом нужно указать, что в линейном пространстве nR  вместо нормы 
(3) можно ввести более простые нормы [7, с. 140] 
 

∑
=

=
n

i
ixx

1
1 ||  ||||  или ||max ||||

1
i

ni
xx

≤≤
∞ = . 

 

4. Понятие линейного функционала [7, с. 124] можно ввести после  
доказательства основных свойств определенных интегралов [11, с. 344].  
В результате получим линейный функционал R→],[: baCf , определяе-
мый формулой [7, с. 125] 

∫=
b

a

dxxuuf )()(
 

 

В дальнейшем понятие линейного функционала можно закрепить при изу-
чении кратных [12, с. 57], криволинейных [12, с. 118] и поверхностных  
[12, с. 127] интегралов, ибо каждый из этих интегралов можно рассматри-
вать как линейный функционал, определенный на соответствующем клас-
се функций. 

5. Понятие линейного оператора [7, с. 218] целесообразно ввести по-
сле доказательства основных правил дифференцирования функций одной 
переменной [11, с. 166]. В результате получим линейный непрерывный 
дифференциальный оператор ],[],[: 1 baCbaCA → , определяемый форму-
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лой )()( tutuA ′=  [7, с. 221]. Здесь ],[1 baC  – линейное нормированное про-
странство непрерывно дифференцируемых на отрезке ],[ ba  функций 

)(xuu =  с нормой 
 

|)(|max|)(|max |||| xuxuu
bxabxa

′+=
≤≤≤≤

. 

 

Затем понятие линейного оператора можно закрепить при изучении ли-
нейного однородного дифференциального уравнения [14, с. 76] 
 

0)()(...)()( 1
)2(

2
)1(

1
)( =+′++++ −

−− yxayxayxayxay nn
nnn ,          (4) 

 

где )(xyy =  – искомая функция независимой переменной ],[ bax∈ ; 

],[)( baCxai ∈ , ni ,1= . В результате получим линейный дифференциаль-

ный оператор ],[],[: baCbaCL n → , порожденный уравнением (4)  
[10, с. 136]: 
 

uxauxauxauxauLu nn
nnn )()(...)()( 1

)2(
2

)1(
1

)( +′++++= −
−− , 

 

где ],[ baCn  – линейное пространство n раз непрерывно дифференцируе-
мых на отрезке ],[ ba  функций )(xuu = . Данный оператор позволяет запи-
сать уравнение (4) в виде 0=Ly . Из его линейности следует, что множе-
ство решений 0Ω  уравнения (4) является линейным пространством. 

Отметим, что при изложении элементов функционального анализа  
в общем курсе математики неоценимую помощь окажет справочное посо-
бие [15]. 
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Abstract: A number of methodological recommendations on  

the presentation of elements of functional analysis to first-year students  
of technical universities are given; in particular, it is proposed to present  
the elements of functional analysis in parallel and in conjunction with the 
study of other sections of the general course of mathematics. 
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