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Аннотация: Обоснована роль построения,  анализа, интер-

претации детерминированных и стохастических моделей в ста-
новлении ряда метапредметных результатов обучения. Уста-
новлена связь процесса моделирования с развитием способно-
стей к исследованиям на основе аналогии, индукции, дедукции. 
Предложена схема формирования прогностических умений 
в условиях  стохастического моделирования. Разработана соот-
ветствующая система задач.  

 
 

1. Постановка задачи 
 

В условиях перехода на образовательные стандарты ФГОС 3+ [1]  
и реализации Концепции развития российского математического образо-
вания [2] актуализируется задача формирования у студентов инженерных 
направлений подготовки (на ступенях бакалавриата и магистратуры) сред-
ствами предметной области «Математика» ряда общекультурных, обще-
профессиональных и профессиональных компетенций. В частности, речь 
идет о способностях: 

– к абстрактному мышлению, анализу, синтезу; 
– выявлению  естественнонаучной сущности проблем, возникающих  

в ходе профессиональной деятельности и привлечения их для решения 
соответствующего физико-математического аппарата;  

– применению методов математического анализа и математического 
(компьютерного) моделирования; 

– использованию системного подхода и математических методов 
в формализации решения прикладных задач.  
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Однако проблема определения теоретических и методических основ 
формирования системы данных компетенций остается недостаточно ис-
следованной. В соответствии с принципом преемственности математиче-
ской подготовки, базой для формирования компетенций служит совокуп-
ность результатов освоения обучающимися программ среднего общего 
образования. Одним из аспектов данной проблемы является вопрос: какие 
метапредметные результаты могут быть достигнуты средствами ма-
тематики, и в частности, средствами содержательной линии матема-
тических моделей? 

Рассмотрим данный вопрос и найдем (в определенной степени) ответ 
на него. 

Для дальнейшего изложения потребуется следующая классификация 
(по ФГОС) результатов обучения:  

1) предметные результаты – результаты, которые формируются 
средствами данной предметной области и предполагают овладение соот-
ветствующими знаниями, умениями, способами деятельности; 

2) общепредметные результаты относятся к определенному кругу 
учебных предметов (например, умение формализовать данную зависи-
мость и исследовать ее средствами математики  является общим для физи-
ки, химии, экономики, и др.); 

3) метапредметные результаты – результаты деятельности в рамках 
учебных предметов, которые могут быть применены как в самом обуче-
нии, так и  на практике, то есть  перенесены в различные виды внеучебной 
(жизненной) деятельности.  

По нашему мнению, границы вышеуказанных классов являются не-
четкими; так, например, умение решать задачи на вычисление процентов 
формируется средствами математики, затем распространяется на группу 
предметных областей (понятие КПД в физике, концентрации – в химии, 
и др.),  и, далее, «восходит» к метапредметным умениям. 

 
2. Модели, моделирование, содержательная линия моделей 

 
2.1. Понятие модели и моделирования. Рассмотрим математиче-

скую модель  как математический объект, представляющий собой образ 
реального объекта или процесса и сохраняющий существенные черты 
прототипа. При этом задача исследования оригинала трансформируется 
в математическую задачу, решение которой позволяет получить информа-
цию об основных свойствах этого оригинала. Математическое моделиро-
вание, таким образом, представляет собой следующий трехступенчатый 
процесс [3, с. 7–8]: 

1) разработка содержательной модели (модели в терминах исходной 
предметной области) и ее формализация (постановка математической за-
дачи); 

2) анализ модели средствами математики и получение решения мате-
матической задачи; 

3) интерпретация модели (формулировка  выводов в терминах исход-
ной предметной области). 
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2.2. Линия математических моделей есть содержательная линия, 
интегрирующая понятия, факты и методы, связанные с построением, 
анализом и интерпретацией  математических моделей реальных процес-
сов и явлений [4]. 

Линия математических моделей  способствует формированию сле-
дующих умений:  

– анализировать информацию, представленную в таблицах, схемах, 
графиках, и, наоборот, систематизировать данные   в форме таблиц, визуа-
лизировать  их в форме диаграмм и графиков; 

– решать «традиционные» текстовые задачи; 
– решать задачи на взаимное расположение объектов на плоскости 

и в пространстве, вычислять площади и объемы («геометрическое модели-
рование»); 

– решать комбинаторные задачи; 
– «численно прогнозировать» события в форме вероятностей их на-

ступления;  анализировать эмпирические распределения случайных вели-
чин и получать оценки параметров теоретического распределения («сто-
хастическое моделирование»); 

– применять средства математического анализа к исследованию  
процессов, нахождению наибольших и наименьших значений величин, 
вычислению физических величин (например, массы, работы переменной  
силы), и др.   

2.3. Детерминированные и стохастические модели. Математиче-
ские модели можно условно разделить на  детерминированные и стохас-
тические.  

Детерминированная модель  характеризуется отсутствием случай-
ных величин среди ее параметров. Такие модели (например, законы физи-
ки) описывают поведение объекта с позиций полной определенности 
(в настоящем и будущем). 

Стохастическая (недетерминированная, вероятностная) модель 
есть математическая модель, для которой параметры, условия функцио-
нирования и характеристики состояния моделируемого объекта пред-
ставлены случайными величинами и связаны случайными зависимостями. 

Простейшими задачами стохастического моделирования являются 
традиционные задачи теории вероятностей и математической статистики, 
поскольку предполагают анализ (средствами математики) событий, нося-
щих случайный характер, и массивов числовых данных, полученных  
в экспериментах со случайными результатами. 

 
3. Метапредметные умения 

 
3.1. Метапредметные умения по ФГОС. Проанализировав перечень 

требований ФГОС общего (основного и полного) среднего образования [1], 
приходим к выводу, что данная линия может внести значительный вклад  
в формирование следующих метапредметных умений (табл. 1). 
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Таблица 1 
 

Роль линии моделей в формировании метапредметных умений 
 

Метапредметные умения Роль линии математических моделей 
в формировании умений 

1. Способность и готовность к само-
стоятельному поиску методов решения 
практических задач, применению раз-
личных методов познания 

Умение определить цель моделирова-
ния, формулировать задачи моделиро-
вания.  
Развитие мотивации математической 

деятельности средствами решения прак-
тико-ориентированных и прикладных 
задач 

2. Умение самостоятельно планиро-
вать пути достижения целей, осознанно 
выбирать наиболее эффективные спосо-
бы решения задач, соотносить свои дей-
ствия с планируемыми результатами, 
определять способы действий в рамках 
предложенных условий и требований, 
корректировать свои действия в соот-
ветствии с изменяющейся ситуацией. 
Владение навыками учебно-исследо-
вательской деятельности 

Умение спланировать ход решения 
задачи моделирования, выбрать соот-
ветствующий математический аппарат. 
Умение применить адекватные по-

ставленной задаче математические ме-
тоды, учесть ограничения модели, ис-
пользовать имеющиеся знания в новой 
ситуации 

3. Умение оценивать правильность 
выполнения учебной задачи, возможно-
сти ее решения 

 
 

Умение оценивать адекватность моде-
ли, то есть возможности достижения 
достаточной полноты и точности ре-
зультатов. 
Умение оценивать оснащенность мо-

дели, то есть обеспеченность матема-
тического аппарата необходимыми дан-
ными (напр., наличие области значений 
параметра, при которых отыскиваются 
наибольшие/наименьшие значения ве-
личин)  

4. Владение основами контроля, само-
контроля, принятия решений и осу-
ществления осознанного выбора в учеб-
ной и познавательной деятельности 

Проверка результатов решения мате-
матической задачи, соответствия сде-
ланных выводов реальной сущности 
задачи (физической, экономической  
и пр.) 

5. Умение создавать обобщения, уста-
навливать аналогии, причинно-след-
ственные связи, строить логическое рас-
суждение, умозаключение (ин-
дуктивное, дедуктивное) и делать выво-
ды 

Выявление свойств универсальности 
и продуктивности разрабатываемых мо-
делей: 

– универсальность модели есть воз-
можность применения одной и той же 
модели к объектам (процессам) раз-
личной природы;  

– продуктивность модели есть  воз-
можность получения новых знаний 
об исследуемом объекте (процессе), вы-
ходящих за рамки решаемой задачи 
(распространение результатов, их обоб-
щение) 

6. Умение создавать, применять и пре-
образовывать знаки и символы, модели 
и схемы для решения учебных и позна-
вательных задач 

Владение математическим языком. 
Умение реализовать полный алгоритм 
математического моделирования 
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Рассмотрим требование к формированию умений, обозначенных 
в строке 5 табл. 1.  В курсе математики обучающиеся постоянно исполь-
зуют индуктивные и дедуктивные умозаключения (построение  общего 
вывода на основе частных посылок и вывод из общих посылок заключе-
ний частного характера соответственно) и выполняют действия по анало-
гии (перенос свойств и отношений на объект или процесс на основе 
сходств в признаках с другим объектом или процессом). 

Линия математических моделей в значительной степени способствует 
развитию умений делать выводы индуктивного, дедуктивного характера, 
обнаруживать и использовать аналогии.  

Детерминированные модели строятся на основе строгой аналогии: ес-
ли А  – степень достоверности выводов, а =Р )(АР  – соответствующая 
вероятность, то аналогия является строгой тогда и только тогда, когда есть 
уверенность в достоверности выводов, то есть ( ) 1.Р А =  Случай стохасти-
ческих моделей  характеризуется   нестрогой аналогией, то есть условием 
0 ( ) 1.Р А< <  Мнимая аналогия ( )0)( =АР  порождает неадекватные модели. 

Примером простейшей детерминированной  модели может служить 
закон прямопропорциональной зависимости. Здесь строгая аналогия в ма-
тематических моделях равномерного движения tS v=  и работы, выпол-
няемой с постоянной производительностью tA ν= , позволяет обучаю-
щимся сделать (на основании модели)  достоверные выводы об общих 
свойствах объектов: например, скорость движения )(vv t=  и производи-
тельность )(tν=ν  на графике изображаются гиперболой.     

Примером стохастической модели теоретического распределения 
случайной величины (прототипа) может служить эмпирическое распреде-
ление количественного признака генеральной совокупности, построенного 
по извлеченной выборке. При получении формулы для вычисления выбо-
рочной средней вx  обучающиеся обнаруживают аналогию с формулой 
вычисления математического ожидания )(ХМ  соответствующего  дис-
кретного распределения Х.  Возникает, следовательно, гипотеза о пример-
ном равенстве вx ( ).М Х≈  Обучающиеся способны классифицировать 
данную гипотезу как нестрогую аналогию; при этом им доступна форму-
лировка закона больших чисел Чебышева, идея которого в упрощенном 
виде является следующей: вероятность произвольно малого отклонения 

в| ( ) | , 0,x М Х− < ε ε >  может быть сделана сколь угодно близкой к едини-
це, если объем выборки достаточно велик. 

Отметим особенность математического моделирования в части по-
строения универсальных моделей:  

– сначала обнаруживается аналогия между свойствами нескольких 
объектов или процессов; 

– затем выделенные (общие) свойства формализуются в виде некото-
рого математического объекта (аналитически заданной функции, поведе-
ние которой предстоит изучить, уравнения и др.); таким образом, матема-
тический объект строится на основе индуктивного умозаключения; 
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– далее, на основании умозаключений по дедукции, результаты ис-
следования математической модели могут быть распространены на новые 
объекты или процессы, в том или ином смысле аналогичные уже исследо-
ванным прототипам. 

Так, например, гармоника 
 sin( )y A x= ω + γ  (1) 

служит универсальной детерминированной моделью простейших колеба-
тельных процессов. Свойства, выявленные при исследовании функции (1) 
могут быть распространены (в форме дедуктивных умозаключений) 
на случаи механических и электромагнитных колебаний и другие анало-
гичные прототипы. 

 
4. Прогностические умения и умения оптимизировать деятельность 

 
Очевидно, что перечень метапредметных умений, формированию ко-

торых способствует освоение линии моделей, не исчерпывается вышепри-
веденными требованиями ФГОС. Также выделим:  

– прогностические умения, формированию которых способствует 
стохастическое моделирование; 

– умения находить оптимальные решения поставленных задач, 
то есть выбрать наилучший вариант из возможных для достижения 
наибольшей эффективности какого-либо процесса. 

В первом случае учащийся овладевает способностями прогнозировать 
события в нечетком формате («маловероятно, весьма вероятно, практиче-
ски наверняка»), а при  наличии определенной совокупности числовых 
данных – численно, то есть в форме вероятности события. Прогностиче-
ские умения выходят за рамки учебного предмета «Математика» и группы 
связанных с математикой учебных предметов, и являются, следовательно, 
метапредметными (построение метеопрогнозов, прогнозирование состоя-
ния рынка труда и др.). Они  могут быть сформированы, во многих случа-
ях, в рамках схемы 

 

наблюдение→ сбор данных→ выдвижение гипотезы 
 и анализ вариантов → прогноз. 

 

В основе данной схемы  прогнозирования лежат предельные теоремы 
теории вероятностей. Так, например, обучающиеся знакомятся со свойст-
вом устойчивости относительной частоты событий на основе анализа эм-
пирически полученных данных (индуктивные умозаключения). Затем 
предлагается математическая формулировка  – закон больших чисел Бер-
нулли.  

В случае поиска оптимальных решений действует схема 
 

анализ проблемы→  постановка задачи оптимизации 
→ выбор средств оптимизации→ выбор наилучшего из возможных 

вариантов. 
Примерами задач оптимизации являются так называемые минимакс-

ные задачи (одновременное достижение минимума одной величины при 
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максимуме другой): например, обеспечение выпуска максимума продук-
ции при минимуме энергозатрат. Имеются и другие задачи: оптимальный 
выбор экскурсионного маршрута (посетить все достопримечательности 
с минимальной затратой времени на передвижение), распределение 
средств семейного бюджета на покупки,  оптимальное формирование па-
кета акций при игре на бирже  и др. 

Нами разработана соответствующая система заданий, решение кото-
рых способствует формированию вышеперечисленных метапредметных 
результатов. 

Приведем примеры ситуаций (задач), в которых формируются про-
гностические умения. 

Задача 1. В течение четырех недель наблюдались значения рублевого 
курса доллара. Спрогнозировать значение, выше которого в ближайший 
понедельник курс не поднимется. Построить эмпирическую функцию рас-
пределения курса доллара и определить (приближенно) вероятность того, 
что в ближайший понедельник курс не превысит заданного значения. 

 В данном задании требуемый прогноз строится  в виде моды распре-
деления, а искомая вероятность вычисляется в виде значения эмпириче-
ской функции. Очевидно, что распределение выборки является стохасти-
ческой моделью теоретического распределения курса доллара. 

Задача 2. Контролируется стандартность изделий при их массовом 
производстве. Вероятность брака любого из изделий  равна р. Следует  
определить  

а) вероятность того, что брак обнаружится в первый раз  при п-м опыте 
(контроле п-го по счету изделия; 1, 2, ...);п =  

б) вероятность того, что для обнаружения брака придется проводить 
не  менее п опытов ( 2, 3, ...);п =  

в) среднее число опытов, проводимых до обнаружения брака в первый 
раз. 

В данном задании необходимая информация извлекается путем ин-
терпретации геометрического распределения случайной величины Х – 
числа опытов, проводимых до обнаружения первого бракованного изде-
лия. В частности, среднее число опытов, проводимых до первого обнару-
жения брака, равно математическому ожиданию геометрического распре-
деления 1/р (округленному до натурального числа). 

Приведем пример задания на нахождение оптимального решения, со-
ставленного по типу  задачи 17 открытого сегмента контрольно-измери-
тельных материалов ЕГЭ  (см., например, [5]).  

На двух заводах за время 2,t ч, производится 2t и 5t единиц продукции 
соответственно. Заказ на 580 единиц продукции необходимо распределить 
между этими заводами так, чтобы уплатить минимум заработной платы 
работникам. Каков будет объем выплаченной при этом заработной платы, 
если за 1 ч работы на каждом заводе выплачивается 500 р.? 

Схема действий учащегося может быть примерно следующей. 
Анализ проблемы (обсуждение содержательной модели). Имеем за-

дачу обеспечения заданного объема производства при минимальном фон-
де заработной платы. При этом, судя по условию задачи, работодателю 
выгоднее большую часть заказа передать второму заводу, на котором про-
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изводительность труда намного выше. Следовательно, время выполнения 
заказа на каждом заводе будет различаться. 

Постановка задачи оптимизации (формализация модели). Пусть пер-
вый завод работает время 2 ,x  ч, и производит при этом 2х единиц продук-
ции, тогда как за время 2 ,y  ч, на втором заводе производится 5у единиц 
продукции. Следовательно,  

 

 2 5 580.х у+ =  (2) 
 

При этом будет выплачена заработная плата 22 500500 yxU += .  
Требуется, таким образом, определить наименьшее значение функции U 
при условии (2).  

Средства оптимизации (решение «внутри модели»). Перейдем к рас-
смотрению U как функции одного переменного. Это можно сделать, выра-
зив, например, х  из уравнения (2). Имеем 

 

 ( )2 2500 (290 2,5 ) .U y y= − +   (3) 

 
Наименьшее значение этой функции определится при 0≥у  с помо-

щью стандартных средств математического анализа:  
1) находим производную и стационарные точки;  
2) определив знаки производной левее и правее единственной стацио-

нарной точки 100=у , видим, что в точке 100=у  функция U меняет убы-
вание на возрастание, то есть ее значение  при 100=у  является наимень-
шим. Это значение получаем, подставив в (3) 100:у =  

 

(100) 5800000.U =  
 

Выбор наилучшего варианта (интерпретация модели): наименьший  
фонд заработной платы составит 5 800 000 р., если продукция между заво-
дами распределена в количестве 80 и 500 единиц продукции, соответст-
венно;  фонд заработной платы на первом заводе составит  800 000 р., 
на втором  – 5 000 000  р. 

 
Выводы 

 
1. Математическая подготовка вносит существенный вклад в дости-

жение ряда метапредметных результатов обучения. 
2. Содержательная линия математических моделей есть действенное  

средство развития способностей к созданию обобщений, установлению 
аналогий, обнаружению причинно-следственных связей, построению ин-
дуктивных и дедуктивных  умозаключений.  

3. Данная линия служит также средством формирования ряда важных 
метапредметных умений: умений решать задачи оптимизации различных 
сфер деятельности, прогностических и других умений.  
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Abstract: The role of constructing, analyzing, interpreting of 

deterministic and stochastic models in the formation of a number of meta-
subject learning results is substantiated. The relationship of the modeling 
process to the development of abilities for research based on analogy, 
induction, deduction is established. The scheme of formation of prognostic 
skills in the conditions of stochastic modeling is offered. An appropriate 
system of tasks has been developed. 
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