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Аннотация: Предложена физически обоснованная матема-

тическая модель механической вытяжки полимерных пленок  
и листов, имеющих неравномерный радиальный профиль тем-
пературы, для изготовления осесимметричных изделий, приме-
няемых в качестве упаковки фармацевтических препаратов  
и пищевых продуктов. Модель включает уравнения безмомент-
ной теории оболочек вращения и реологическую модель поли-
мерного материала для условий плоского напряженного состоя-
ния; позволяет рассчитать распределение толщины по контуру 
изделия заданной конфигурации в зависимости от геометриче-
ских параметров формующих инструментов, реологических ха-
рактеристик и температурного профиля материала, скорости 
вытяжки. Модель используется для определения радиального 
профиля температуры заготовки (пленки, листа), который обес-
печивает профиль толщины, гарантирующий требуемое качест-
во (паро-, газопроницаемость, твердость) упаковок различной 
конфигурации. 
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Введение. Одним из наиболее широко распространенных методов по-
лучения полых объемных изделий из полимерных пленок и листов, ис-
пользуемых в качестве тароупаковочных средств для фармацевтических 
препаратов и пищевых продуктов, является метод механического термо-
формования. Он заключается в том, что заготовку (пленку, лист), нагре-
тую до температуры размягчения (высокоэластического состояния), под-
вергают вытяжке на пуансоне в матрице, придавая ей необходимую кон-
фигурацию, а затем охлаждают и удаляют из матрицы [1]. Конкурентными 
преимуществами метода термоформования перед другими методами изго-
товления объемных изделий (например, литьем под давлением), обеспечи-
вающими невысокую себестоимость продукции при крупносерийном про-
изводстве, являются: существенно (в десятки раз) более низкая стоимость 
формующих инструментов, простота их изготовления, аппаратная гиб-
кость, позволяющая оперативно перенастраиваться на новые конфигура-
ции и геометрические параметры изделий, возможность получения тонко-
стенных изделий. 

Основной характеристикой, определяющей качество формованных 
изделий, является распределение толщины стенок по их контуру. Так, раз-
нотолщинность стенки изделия влияет на его барьерные характеристики  
и, как следствие, на время сохранности качества упакованной в него про-
дукции. Пониженная проницаемость водяного пара приводит к цемента-
ции и почти полной потере способности таблеток распадаться, повышен-
ная проницаемость водяного пара уменьшает прочность таблеток, повы-
шенная кислородопроницаемость способствует развитию аэробных мик-
роорганизмов и обусловливает окисление продуктов питания. Кроме того, 
более тонкие участки стенки изделия (например, дно, участок сопряжения 
дна и боковой стенки) характеризуются меньшей прочностью и, как след-
ствие, при повышенных физических нагрузках (например, при ударе во 
время падения) подвергаются преждевременному разрушению, приводя-
щему к нарушению целостности упаковки и порче продукта.   

Одним из факторов, существенно влияющих на степень разнотол-
щинности изделия, является температура заготовки. С ростом температу-
ры в диапазоне, обеспечивающем высокоэластические свойства полимер-
ного материала, его сопротивляемость растяжению уменьшается (увели-
чиваются деформации растяжения), что обусловливается значительным 
ослаблением сил межмолекулярного взаимодействия вследствие усили-
вающихся тепловых колебаний сегментов макромолекул материала.  
Поэтому, создавая неравномерное распределение температуры по радиусу 
заготовки так, чтобы наиболее деформируемые при вытяжке участки заго-
товки имели меньшую температуру, можно получить требуемую толщину 
на любом участке изделия, значительно повысив его равнотолщинность 
или обеспечив заданный профиль толщины, гарантирующий, например, 
повышенную прочность участков, наиболее подвергаемых физическим 
нагрузкам. Однако, несмотря на большие достижения в направлении со-
вершенствования технологии термоформования с целью повышения каче-
ства изделий, в настоящее время отсутствуют даже эмпирические зависи-
мости для выбора температурных профилей заготовок, обеспечивающих 
заданное распределение толщины стенки изделия. По этой причине на со-
временных формовочных агрегатах температурный профиль заготовки для 
каждого вида изделия подбирается опытным путем. При этом расходуют-
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ся относительно большие количества дорогостоящего сырья, а достигае-
мые температурные профили, как правило, не являются оптимальными, 
что приводит к получению недостаточно качественных упаковок и сокра-
щению сроков гарантийной сохранности упакованной продукции. 

Поэтому целью работы является решение актуальной для фармацев-
тической и пищевой промышленности задачи, заключающейся в разработ-
ке математической модели (ММ) механической вытяжки, основанной на 
физических концепциях, позволяющей прогнозировать качество формо-
ванных изделий и выбирать температурные профили заготовок, обеспечи-
вающие заданные профили толщины стенок изделий для различных типов 
полимерных материалов и конфигураций изделий. 

Формализованное описание процесса механической вытяжки как 
объекта моделирования. Постановка задачи моделирования. Анализ 
ассортимента формованных изделий, применяемых для упаковки фарма-
цевтических препаратов и пищевых продуктов, показал, что большинство 
из них представляет собой осесимметричные тела типа «усеченный конус» 
(а) и «цилиндр» (б) (например, блистеры для таблеток, стаканчики, банки 
для молочных продуктов), как показано на рис. 1. Это подтверждается 
анализом номенклатуры изделий, выпускаемых на оборудовании ведущих 
компаний (например, ILLIG Maschinenbau, Германия; MEAF Machines 
B.V., Нидерланды). 

Вытяжка закрепленной в зажимной раме заготовки, имеющей началь-
ную толщину δ0 и радиальный температурный профиль T(r), 0 ≤ r ≤ R0, 
осуществляется за счет двухосного растяжения в меридиональном и ок-
ружном (экваториальном) направлениях под действием соответствующих 
нормальных напряжений σm = σm(r, h) и σc = σc(r, h). Эти напряжения воз-
никают вследствие вдавливания в заготовку цилиндрического пуансона, 
движущегося со скоростью vp. Увеличение площади поверхности форми-
руемой оболочки на каждом шаге вытяжки приводит к уменьшению тол-
щины ее стенки δ = δ(r, h). Угол между свободным (не контактирующим  
с пуансоном) участком и стенкой матрицы α = α(h) уменьшается. Изменяя 
радиусы матрицы R0 и пуансона Rp, можно получать изделия с различным 
углом наклона стенок (до 90º). Схема и формализованное описание меха-
нической вытяжки как объекта моделирования представлены на рис. 2.  

Задача моделирования заключается в следующем. 
Для процесса механической вытяжки полимерных материалов в осе-

симметричные изделия разработать ММ Y = F(X, V, r, h), позволяющую  
 

 
 

                                                       
 

Рис. 1. 3D-модели осесимметричных изделий, применяемых для упаковки: 
а – усеченный конус; б – цилиндр 

а) б)
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Рис. 2. Схема и формализованное описание механической вытяжки: 
X, V, Y – векторы входных, варьируемых и выходных параметров процесса;  
XWP, XEQ – векторы характеристик заготовки и формующих инструментов;  
μ0, m, b, T0, n – реологические характеристики полимерного материала;  

H – глубина матрицы, равная высоте изделия, м; S, Qδ – векторы параметров состояния 
процесса и показателей качества изделия; εm = εm(r, h), εc = εc(r, h) –  
деформации оболочки в меридиональном и окружном направлениях; 
δp(r) – толщина стенки изделия, м; Dδ – индекс разнотолщинности, %;  

r – радиальная координата текущего положения материальных  
точек оболочки, м; h – координата по глубине матрицы, м 

 
для заданных входных параметров X выбирать значения режимных пара-
метров V ∈ [Vmin; Vmax], варьируемых в регламентных пороговых ограни-
чениях Vmin = {Tmin, min

pv }, Vmax = {Tmax, max
pv }, обеспечивающие требуемое 

качество изделия по толщине Qδ: 
– равнотолщинность Dδ ≤ ,max

δD  гарантирующую равномерную про-
ницаемость изделия (без участков с недостаточной или избыточной паро- 
и кислородопроницаемостью), если изделие используется для упаков- 
ки фармацевтических препаратов, где max

δD – предельно допустимый  
(зависящий от назначения изделия) индекс разнотолщинности стенки из-
делия, %; 

– заданное распределение толщины стенки по радиальной координате 
|| )(0 rpδ – δp(r)|| ≤ Δδ, гарантирующее, например, повышенную прочность 
отдельных участков, если изделие используется для упаковки пищевых 
продуктов, где )(0 rpδ – заданное радиальное распределение толщины стен-
ки изделия, м; Δδ – предельно допустимое отклонение распределения тол-
щины от задания, м. 

Формирование математического описания механической вытяж-
ки. В литературе описаны аналитические ММ, позволяющие на основе 
закона сохранения массы рассчитать распределение толщины стенки по 
высоте для вакуум-пневмоформованных осесимметричных изделий раз-
личной конфигурации и степени вытяжки [2, 3]. Процесс формования за-
готовки представляется в виде последовательности актов кратковре-

Пуансон
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менной равномерной вытяжки свободных участков и приведения беско-
нечно малых элементов разогретой заготовки в контакт с относительно 
холодными стенками матрицы, способствующий резкому затормажива-
нию деформаций вследствие мгновенного образования отвердевшей тон-
кой корки на поверхности заготовки. Однако вследствие допущений об 
однородном характере утонения на свободных участках, форме профиля 
заготовки на этапах ее формования и равномерности нагрева заготовки эти 
ММ не могут достаточно адекватно описать процесс термоформования. 
Кроме того, вводимые в ММ коэффициенты утяжки и охлаждения мате-
риала должны определяться экспериментальным путем для каждого типа 
материала, отношения радиусов зажимной рамы и матрицы, тепловых ус-
ловий процесса. Математическая модель основана на использовании одно-
го уравнения статики безмоментной теории оболочек (БМТО) вращения  
и физических уравнений связи напряжений и деформаций для плоского 
напряженного состояния. Недостатками предложенного решения являются 
отсутствие учета влияния на напряжения скоростей деформаций, а также 
введение экспериментальных значений поля деформаций для главных со-
ставляющих и их использование при получении решения для напряжений 
по физическим уравнениям. Более общим подходом к анализу деформаци-
онных процессов при термоформовании является применение реологиче-
ских моделей, отражающих влияние деформационных свойств полимер-
ных материалов на сопротивление растяжению. Примерами такого подхо-
да являются ММ, базирующиеся на БМТО и описывающие вытяжку  
на пуансоне с использованием модели Огдена [4] и степенной модели [5]. 
Но ММ, предложенная в источнике [5], не учитывает влияния теплового 
состояния материала и скоростей деформаций растяжения на сопротивле-
ние, а ММ, предложенная в работе [5], не содержит критерий и процедуру 
проверки достоверности результатов расчета, заключающуюся в сопостав-
лении объема оболочки на каждом шаге вытяжки с объемом заготовки.  
На базе вязкоупругой модели предложен метод расчета разнотолщинности 
при реализации процесса механопневмоформования осесимметричных 
изделий в зависимости от геометрических параметров формующих инст-
рументов, скорости пуансона и времени релаксации. Однако не учитыва-
ется деформация растяжения в окружном направлении. 

Анализ характеристик процесса механической вытяжки и свойств по-
лимеров позволил обосновать допущения, принимаемые при построении 
ММ:  

1) толщина заготовки одинакова по ее радиусу (разнотолщинность 
пренебрежимо мала); 

2) заготовка жестко закреплена в зажимной раме, поэтому утяжка ма-
териала в матрицу из-под рамы отсутствует (скорость окружной деформа-
ции в точке закрепления равна нулю); 

3) температурный профиль заготовки не изменяется (изотермический 
режим) вследствие кратковременности операции формования (время  
формования, а значит, и время контакта заготовки с пуансоном, как  
правило, составляет 1…3 с), низкой теплопроводности термопластов 
(0,12…0,29 Вт/(м·К)) [6], применения теплоизоляционного покрытия пу-
ансона (например, фторопласта, велюра, бархата), повышающего тепловое 
сопротивление его контактной поверхности; 
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4) полимерный материал несжимаем, так как коэффициент Пуассона 
полимеров, находящихся в высокоэластическом состоянии, близок к 0,5; 
анизотропия свойств материала вследствие ориентационной вытяжки его 
макромолекул мала; 

5) кривизна образующей боковой поверхности конической оболочки 
незначительна; это обусловлено тем, что степень кривизны уменьшается  
с увеличением радиуса пуансона, а, как правило, в данной операции отно-
шение радиусов пуансона и матрицы составляет 0,5…0,8; 

6) вследствие малой (по сравнению с радиусом) толщины и гибкости 
оболочки в ней реализуется безмоментное плоское напряженное состояние 
(изгиб отсутствует, нормальные напряжения в меридиональном и окруж-
ном направлении равномерно распределены по толщине оболочки, нор-
мальное напряжение в направлении, перпендикулярном к поверхности 
оболочки, и касательные напряжения пренебрежимо малы); 

7) инерционные и массовые силы пренебрежимо малы в связи с ма-
лой массой оболочки и малыми (0,05…0,2 м/с) средними скоростями фор-
моизменения;  

8) реологическая модель материала построена путем обобщения  
(на основе постулата Ильюшина о пропорциональности девиаторов тензо-
ров напряжений и скоростей деформаций для изотропных материалов) 
данных опытов по одноосному растяжению, выполненных в различных 
деформационно-температурных режимах, на случай плоского напряжен-
ного состояния с учетом близкого к монотонному характера развития де-
формаций [5]. 

Применение указанных допущений позволило сформировать матема-
тическое описание механической вытяжки полимерных материалов, вклю-
чающее следующие уравнения и краевые условия: 

– уравнение несжимаемости материала 
 

 ,0=ε+ε+ε δcm  (1) 
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p s

dh
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p s
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ε
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δ
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=εδ
  

 ,0 0Rr ≤≤    ;0 Hh ≤<  (2) 

 

– уравнение баланса сил растяжения материала в меридиональном  
и окружном направлениях (вывод уравнения приведен в работе [7])  

 

 
( )

,
rdr

d mcm σ−σ
δ=

δσ

     
 ,0 0Rr <<       ;0 Hh ≤<  (3) 

 

– уравнение непрерывности деформаций растяжения, отвечающее 
осесимметричному случаю формоизменения оболочки (получено в работе 
[7]) 
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,0 0Rr <<        ;0 Hh ≤<  (4) 

– реологическая модель материала 
 

 ,2 mm sη=σ−σ    ,2 cc sη=σ−σ    ( ) ,3cm σ+σ=σ    ,1−μ=η n
sI  (5) 
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 ( )[ ];exp 0ε0 TTbI m −−μ=μ  (6) 
 

– геометрическая модель оболочки 
 

 ( ),exp0 crr ε=        ( )[ ],arctg 0 hRR p−=α        ,0 Hh ≤<  (7) 
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– краевые условия 
 

 ,0:0 =ε=ε= cmh    ,,:0 cmcm ssr =σ=σ=    ,0,:0 =σ== cmm sσRr b  (9) 
 

где εδ = εδ(r, h) − деформация оболочки в направлении нормали к ее  
поверхности, характеризующая уменьшение толщины оболочки (опреде-
ляется в мере Генки); sm = sm(r, h), sc = sc(r, h) – скорости деформаций  
в меридиональном и окружном направлениях, с–1; σ  – среднее (изотроп-
ное) напряжение, Па; η – параметр пропорциональности девиаторов  
тензоров напряжений и скоростей деформаций (аналог вязкости жидко-
сти), Па⋅с; μ = μ(r, h) – коэффициент сопротивления материала рас- 
тяжению (аналог коэффициента консистенции вязкой жидкости), 
Па⋅сn; 222 ccmms ssssI ++=  – квадратичный инвариант тензора ско- 

ростей деформаций (интенсивность скоростей деформаций), с–1; Iε = 
222 ccmm ε+εε+ε=  – квадратичный инвариант тензора деформаций (сте-

пень деформационного упрочнения материала, связанная с его формоиз-
менением); Vh – объем оболочки на каждом шаге вытяжки, м3; r0 –
 радиальная координата материальных точек заготовки, м; σmb –
 напряжение в точке закрепления материала в зажимной раме, Па. 

Краевые условия при r = 0 сформированы исходя из подтверждаемого 
экспериментами [8] предположения об однородности деформации оболоч-
ки в приближении к центру основания пуансона. Этому способствует об-
лицовка пуансона материалом (например, фторопластом) с малым коэф-
фициентом трения. 

Подстановка формулы для расчета деформации εδ из (2) в уравнение 
(1) позволяет получить формулу для расчета распределения толщины обо-
лочки по радиальной координате на каждом шаге формования 

 

 ( )[ ],exp0 cm ε+ε−δ=δ    ,0 0Rr ≤≤    .0 Hh ≤<  (10) 
 

Подстановка выражения для напряжения σ  в первые два уравнения 
реологической модели (5) позволяет получить промежуточные уравнения 

,62 mcm sη=σ−σ  ,62 cmc sη=σ−σ  преобразование которых с учетом 
выражения для параметра η дает окончательное реологическое уравнение 

 

 ( ) .22 1
mcm

n
s ssI σ=+μ −  (11) 
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Подстановка промежуточных уравнений в уравнение (3) с учетом вы-
ражения для η и уравнения (11) дает итоговое уравнение баланса сил 

 

 

( ) ,
2 m

cm

mcm
ss

ss
rdr

d
σ

+
−δ

=
σδ

  
 ,0 0Rr <<    .0 Hh ≤<  (12) 

 

Преобразование второго из промежуточных уравнений дает формулу 
для напряжения в окружном направлении σc  

 

 .35,0 1
c

n
smc sI −μ+σ=σ  (13) 

 

Система уравнений (2), (4), (6) – (13) представляет собой ММ, позво-
ляющую для заданной толщины, реологических характеристик, темпера-
турного профиля заготовки, геометрических параметров формующих ин-
струментов и скорости вытяжки рассчитать профили толщины, напряже-
ний, деформаций, скоростей деформаций оболочки на каждом шаге вы-
тяжки. При этом неравномерность радиального распределения температу-
ры материала T и деформаций его растяжения εm, εc приводит в соответст-
вии с формулой (6) к неодинаковости коэффициентов сопротивления μ на 
отдельных участках оболочки. 

Алгоритм расчета выходных параметров механической вытяжки. 
Расчет (рис. 3) осуществляется так, что на каждом j-м шаге по глубине 
матрицы ( Nj ,1= , [ ]hHN Δ= ) вычисляются угол αj (7) и для каждого  
i-го участка оболочки по радиальной координате ( Mi ,1= , [ ]rRM Δ= 0 ) 

деформации ,, j
ci

j
mi εε  коэффициент сопротивления j

iμ  (6), радиальная ко-

ордината j
ir  (7), толщина j

iδ  (10). При этом на первом шаге j = 1, соответ-
ствующем малому углу поворота α1 образующей, не контактирующей  
с пуансоном зоны оболочки, деформация в меридиональном направлении 
принимается соответствующей малому равномерному уменьшению тол-
щины оболочки 

 

( )[ ] ( ){ },sinsin1ln 1
0

1
0

1 αα−−=ε RRR pmi  ,,1 Mi =   
 

радиальная координата i-й материальной точки рассчитывается по форму-
ле, полученной из определения деформации εm в мере Генки 
 

( ) ( ) ,exp 11
1

1 rrr k
miii Δαε+= −

1sin  ,1,1 −= Mi  ,01
0 =r  ,0

1 RrM =  
 

где k = 0, если ,1
1 pi Rr ≤−  k = 1, если ,1

1 pi Rr >−  деформация в окружном на-

правлении определяется как ( ),ln 0
11

iici rr=ε  .,1 Mi =    
Значения деформаций, коэффициента сопротивления и толщины при  

i = 0 принимаются равными значениям этих параметров при i = 1. 
Критерием достоверности результатов расчета является равенство те-

кущего объема оболочки Vh
j, рассчитываемого по формуле (8), интегралы 

в которой вычисляются по методу Симпсона, объему заготовки 0
2
00 δπ= RV  

в пределах допустимой погрешности ΔV. Если это равенство не выполня-
ется, то шаги по глубине матрицы Δh и радиальной координате Δr умень-
шаются в два раза, и расчет повторяется. 
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Рис. 3. Алгоритм расчета выходных параметров процесса вытяжки (начало): 
Δr – шаг расчета по радиальной координате, м; Δh – шаг расчета по глубине матрицы, м; 

Imax – максимальное число итераций при поиске шагов расчета Δr, Δh  
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Рис. 3. Продолжение 
 
После выполнения равенства объемов Vh и V0 на текущем j-м шаге 

осуществляется расчет распределений скоростей деформаций и напряже-
ний по радиальной координате оболочки. Вычисления осуществляются  
в направлении от точки закрепления материала в зажимной раме (i = M)  
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к центру пуансона (i = 0). Особенностью задачи является неполнота ин-
формации, заключающаяся в том, что неизвестно граничное значение ме-
ридионального напряжения σmb. Поэтому для расчета используется итера-
ционный метод [9], заключающийся в поиске такого значения σmb, при 
котором в пределах допустимой погрешности выполняется условие 

,00 s
j

c
j

m ss Δ≤−  определяющее однородность деформации оболочки в при-
ближении к центру основания пуансона. На каждой итерации при очеред-
ном приближении для напряжения σmb ( ),mb

j
mM σ=σ  известной из краево-

го условия скорости окружной деформации 0=j
cMs  и рассчитываемой по 

следующей формуле, полученной из уравнения (11) с учетом последнего 
краевого условия (9), скорости меридиональной деформации  

 

( ) nj
M

j
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nj
mMs

1115,0 μσ= +  
 

последовательно для каждого i-го участка оболочки ( 1,1−= Mi ) вычис-

ляются скорость окружной деформации ,j
cis  меридиональное напряжение 

,j
miσ  скорость меридиональной деформации j

mis  и окружное напряжение 
j
ciσ  (13). Начальное приближение для напряжения σmb формируется исхо-

дя из условия равномерного растяжения меридионального волокна обо-
лочки. Для расчета скорости окружной деформации и меридионального 
напряжения используются формулы, полученные путем разностной ап-
проксимации дифференциальных уравнений (4) и (12) по схеме Эйлера, 
обеспечивающей первый порядок точности, с учетом переменности и не-
одинаковости (из-за неравномерного растяжения при формовании) длин 
участков, на которые разбито (при дискретизации задачи) меридиональное 
волокно оболочки: 
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При этом используется условие преобразования скорости окружной 
деформации при сходе с края пуансона (в точке сопряжения контактного  
и свободного участков): ,sin jj

ci
j

ci ss α=  если p
j

i Rr ≤  и .1 p
j

i Rr >+  Ско-

рость меридиональной деформации при известных значениях ,j
iμ  j

cis   

и j
miσ  рассчитывается путем решения нелинейного уравнения (11) мето-

дом Ньютона, обеспечивающим квадратичную скорость сходимости.  
В качестве начального приближения используется значение ,1

j
cis +  вычис-

ленное на предыдущем участке. Значения скоростей деформаций при i = 0 
принимаются равными их значениям при i = 1.    
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Деформации на следующем (j + 1)-м шаге по глубине матрицы рас-
считываются исходя из вычисленных на j-м шаге скоростей деформаций, 
принимаемых постоянными за один шаг формования, по формулам, полу-
ченным в результате разностной аппроксимации дифференциальных 
уравнений (2) по схеме Эйлера: 
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Расчет повторяется вплоть до достижения дна матрицы (h 
j = H). 

После этого рассчитываются показатели качества изделия: радиальное 
распределение толщины стенки δp(r) = δ(r, H), 0 ≤ r ≤ R0; индекс разно-
толщинности Dδ = f[δp(r)] (по методике, описанной в работе [10]). Таким 
образом, разработанный алгоритм позволяет исследовать влияние ради-
ального температурного профиля заготовки на показатели качества изде-
лия (упаковки) по толщине и выбирать профиль температуры, обеспечи-
вающий требуемое качество, для различных конфигураций изделий и ти-
пов полимерных материалов.      

Пример расчета выходных параметров механической вытяжки. 
Проверка адекватности ММ выполнена путем сравнения рассчитанных  
и измеренных распределений толщины стенки по радиальной координате 
для изделий типа «усеченный конус», отличающихся высотой и углом на-
клона боковых стенок, изготавливаемых из различных типов полимерных 
материалов (полистирола, поливинилхлорида) при равномерных и нерав-
номерных температурных профилях заготовок и различных скоростях  
вытяжки. Средние квадратические отклонения профилей толщины не пре-
вышают 10 мкм (при изменении толщины в диапазоне 200…1000 мкм), 
что соответствует пределу основной допускаемой погрешности измерения 
толщины, поэтому ММ адекватно описывает реальный объект. 

На рисунке 4, а приведены профили толщины стенки изделия типа 
«усеченный конус» из полистирола (δ0 = 1000 мкм, R0 = H = 50 мм,  
Rp = 30 мм) для различных условий формования. Профиль 2 рассчитан при 
температурном профиле заготовки с температурным градиентом, возрас-
тающим от центра к краю: T2(0) = 125 ºC, T2(R0) = 140 ºC. Шаги расчета по 
радиальной координате (Δr = 0,1 мм) и высоте (Δh = 0,1 мм) формующей 
матрицы обеспечивают отклонение объема стенок изделия от объема заго-
товки, не превышающее 1 %. 

Из расчетных данных видно, что формованное изделие характеризу-
ется разнотолщинностью, вызываемой неравномерностью распределения 
нормальных напряжений (см. рис. 4, б), при этом наибольшая степень уто-
нения имеет место в области контакта с поверхностью пуансона. 

Варьируя распределением температуры по радиальной координате за-
готовки, можно обеспечить получение требуемой толщины на любом уча-
стке изделия. Так, уменьшение температуры наиболее деформируемого 
(вследствие большей интенсивности напряжений) участка заготовки, кон-
тактирующего с пуансоном, с 135 до 125 ºC и ее повышение от переходно-
го участка в направлении к краю заготовки с 135 до 140 ºC приводят  
к снижению разнотолщинности изделия с 12 % (профиль 1) до 3 % (про-
филь 2). Из рисунка 4, а видно, что неравномерное распределение темпе-
ратуры по радиальной координате заготовки обеспечивает при механиче-
ской вытяжке наилучшее распределение толщины стенки изделия.  
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а) 

 

 
б) 

 
Рис. 5. Распределения толщины стенки изделия (а) и меридионального  

напряжения (б) в изделии по радиальной координате:  
1 – T1 = 135 ºС, vp1 = 10 мм/с; 2 – T2 = T2(r), vp1 = 10 мм/с; 3 – T1 = 135 ºС, vp2 = 20 мм/с;  

4 – T1 = 135 ºС, vp1 = 10 мм/с; 5 – T1 = 135 ºС, vp2 = 20 мм/с 
 
С увеличением скорости вытяжки (скорости пуансона) в два раза 

толщина стенки изделия уменьшается на 6 %, что вызвано ростом напря-
жений, действующих в оболочке (см. рис. 4, б). 

По рассчитанному распределению толщины вычисляются барьерные 
характеристики изделия, и оценивается его способность защитить упако-
ванный товар как от обезвоживания и кислородной недостаточности, так  
и от избыточного водо- и кислородопоглощения, приводящих к потере 
качества [11]. 

Заключение. Предложена ММ механической вытяжки полимерных 
пленок и листов с неравномерным радиальным профилем температуры  
в осесимметричные изделия – тароупаковочные средства для фармацевти-
ческих препаратов и пищевых продуктов, базирующаяся на безмоментной 
теории оболочек вращения и законах реологии высокоэластических мате-
риалов. Модель настраивается на тип полимерного материала, геометри-
ческие характеристики изделия, режимные параметры процесса и позволя-
ет рассчитать распределения толщины, напряжений, деформаций и скоро-
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стей деформаций по профилю оболочки при ее формоизменении по высо-
те формующей матрицы. Вычислительные эксперименты, выполненные  
на модели, показали, что неравномерность радиального профиля темпера-
туры заготовки приводит к снижению разнотолщинности изделия. Модель 
позволяет на стадии проектирования изделий дать прогнозную количест-
венную оценку их качества и определить температурный профиль  
заготовки. 
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Mathematical Model of Mechanical Stretching of Polymeric Films  
and Sheets with Nonuniform Radial Temperature Profile for Control  
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Abstract: Physically based mathematical model of mechanical 

stretching of polymeric films and sheets with nonuniform radial 
temperature distribution for manufacturing axially symmetric products used 
as pharmaceutical and food packages has been developed. It includes 
equations of membrane theory of revolution shells and rheological model of 
polymeric material for two-dimensional stress state. The model enables to 
calculate distribution of thickness along profile of product of given 
configuration in dependence on geometrical parameters of forming 
equipment, rheological characteristics ant temperature profile of polymeric 
material, speed of stretching. The model is used to determine radial 
temperature profile of workpiece (polymeric film, sheet) that ensures 
thickness distribution guaranteeing required quality (vapor and gas 
permeability, hardness) of packages of different configurations. 
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