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Аннотация: Построена математическая модель теплопере-

носа в полуограниченных твердых однородных изотропных ма-

териалах при задании на границе периодической функции вре-

мени, удовлетворяющей условию .0),(
0

0
∫
τ

=ττ dxT  Построено 

решение краевой задачи теплопереноса с учетом реальных гра-

ничных условий. Рассмотрен частный случай этого решения.  

 

 

 

Введение 

 

Анализ методов температурных волн [1] позволил выявить проблемы, 

возникающие при  их реализации. Основная проблема заключается в том, 

что при нагревании поверхности исследуемого образца потоком воздуха 

или жидкости постоянной температуры она не сразу принимает темпера-

туру омывающей среды. В связи с этим математическое выражение усло-

вий эксперимента является приближением к реальным условиям, что мо-

жет быть приемлемым для плохих проводников, но для хороших – привес-

ти к значительным ошибкам [2]. В этом случае при организации экспери-

мента следует принимать специальные меры, например, значительно уве-

личивать скорость, с которой жидкость обтекает твердое тело. Таким об-

разом, необходимо учитывать профиль температурной волны и оценивать 
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влияние несоответствий реальных условий принятым. Данная проблема 

решается заданием граничных условий краевой задачи теплопереноса 

на основании реально регистрируемых, по которым могут быть найдены 

искомые тепловые характеристики. 

 
Решение задачи теплопереноса  

с обобщенными граничными условиями 

 

Рассмотрим задачу теплопереноса в однородном изотропном полуог-

раниченном цилиндрическом образце с обобщенными граничными усло-

виями, под которыми будем понимать произвольную периодическую 

функцию, удовлеворяющую ограничению .0),(
0

0
∫
τ

=ττ dxT  Предположим, 

что температура на плоской поверхности образца представляет собой осе-

симметричную периодическую функцию. Будем считать, что в исследуе-

мом образце отсутствуют физико-химические превращения, приводящие 

к зависимости тепловых свойств от времени.  

При этих предположениях придем к следующей краевой задаче:  
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  τ > 0,   0 < x <∞;                            (1) 

 

T(∞,τ) = T0 ;                                                   (2) 
 

T(0,τ) = TA f (τ),                                                 (3) 
 

где T(x,τ) – температура тела в точке с координатой x в момент вре- 

мени τ, К; а – коэффициент температуропроводности, м²/с; T0 – началь- 

ная температура тела, К; AT  – амплитуда колебания температуры, К; 

f (τ) – некоторая периодическая функция времени, определенная ниже. 

В рассматриваемой задаче периодическое изменение температуры об-

разца обеспечивается поочередным омыванием торца цилиндрического 

образца потоками жидкости с температурами T1 и T2 в течение равных ин-

тервалов времени .
2

0τ=b  В этом случае профиль температуры поверхно-

сти образца в первом приближении может быть представлен трапецией 

ONLM (рис. 1).   

Найдем спектр профиля температурной волны. Функция f (τ) может 

быть представлена в виде 
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Рис. 1. Профиль температурной волны на поверхности исследуемого образца 

 

Функция )(τf является нечетной )()( τ−=τ− ff , поэтому на сегменте 

[0, 0τ ] при выполнении условия Дирихле она может быть представлена 

в виде суммы ряда Фурье 
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Так как сегмент [0, 0τ ] состоит из отрезков [0, d], [d; b – d], [b – d; b]  
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Вычислим коэффициенты разложения функции f (τ) в ряд Фурье: 
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Тогда разложение функции f (τ) в ряд Фурье имеет вид 
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Графики функций f (τ), построенных по их представлению отрезком 

ряда при числе членов ряда m = 100 и m = 10, b = 100, d = 25, представлены 

на рис. 2. 

Погрешность аппроксимации трапеции отрезком ряда Фурье при 

m = 10 представлена на рис. 3. 

Погрешность аппроксимации трапеции отрезком ряда Фурье при 

m = 100  не превышает 2⋅10
–5

. 

Решение краевой задачи (1) – (4) с учетом (5) имеет вид 
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Рис. 2. Графики функций f    (τ) при различном числе m членов ряда: 

 – 10;  – 100 
 

 
 

Рис. 3. Погрешность аппроксимации трапеции отрезком ряда Фурье при m = 10 
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Перейдя в (6) к безразмерным переменным 
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Соотношения (6), (7) позволяют вычислить по результатам экспери-

мента искомое значение коэффициента температуропроводности в соот-

ветствии с выбранной методикой. Так в случае фазовой методики для за-

данного диапазона изменения коэффициента температуропроводности a 

строят семейство температурных кривых ),,,( 0 ττ= daTT ii , где 0τ  опре-

деляется исходя из значений a и геометрии исследуемого образца, d – оп-

ределяемая в эксперименте величина. Для каждой температурной кривой 

находят время запаздывания из соотношения 0),,,( з0 =ττ ii daT . Множество 

пар чисел },{ зiia τ  аппроксимируют некоторой функцией, определяющей 

искомый коэффициент температуропроводности. Более подробно фазовый 

метод изложен в работе [3]. 

Проведем оценку погрешностей определения a при значениях d, от-

личных от нуля.  

На рисунке 4 приведены температурные кривые для значения коэф-

фициента температуропроводности а = 10
–7

 м
2
/с при расстоянии от облас-

ти задания тепловых возмущений до места расположения датчика темпе-

ратуры x = 10
–3

 м и значениях d из интервала [10; 50]. 
 

 
 

Рис. 4. Зависимость ϑϑϑϑ(ττττ) для различных значений коэффициента формы d: 

1 – 10; 2 – 20; 3 – 30; 4 – 40; 5 – 50 

 

0,5

– 0,5

  ϑ 

50 100 150  
τ, с 

5 
4 
3 
2 

1 



ВОПРОСЫ СОВРЕМЕННОЙ НАУКИ И ПРАКТИКИ. 44 

Для каждой температурной кривой ( )da ,,, 0 ττϑ  вычислим величину 

времени запаздывания из условия ( )da ,,, 0 ττϑ  = 0.  

График зависимости )(з dτ  представлен на рис. 5.  

Вычисление значения коэффициента температуропроводности без уче-
та d приведет к значительным погрешностям. Действительно,  

 

a(d = 20) = 6,86 ⋅10
–8 

м
2
/с, 81014,3 −⋅=∆a  м

2
/с, 7,45=δa  %. 

a(d = 50) = 5,66 ⋅10
–8 

м
2
/с, 81034,4 −⋅=∆a  м

2
/с, 68,76=δa  %. 

 

Таким образом, коэффициент температуропроводности существенно 
зависит от d и должен рассчитываться на основании соотношения (7). 
Отмеченные обстоятельства вынуждают к анализу влияния параметра 

формы на время запаздывания τз во всем диапазоне исследуемых тепло-

вых свойств. На рисунке 6 приведены зависимости )(dτ=τ  для значений a 

в диапазоне исследуемых свойств 710)61( −⋅∈ Ka  м
2
/с. 

 

 

Рис. 5. Изменение ττττз в зависимости от характера профиля температурной кривой 
 

 
 

Рис. 6. График зависимости времени запаздывания  

от параметра формы при различных значениях a, м2/с: 

1 – 1⋅10–7;  2 – 3⋅10–7; 3 – 6 ⋅10–7 
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Рис. 7. Температурные кривые для a = 1⋅⋅⋅⋅10–7 м2/с,  x = 3⋅⋅⋅⋅10–3 м 
при различных значениях коэффициента формы d: 

1 – 10; 2 – 20; 3 – 30; 4 – 40; 5 – 50 
 

При значениях x ≥ 3⋅10
–3

 м фазовые смещения температурных кривых 
при изменении параметра d несущественны (рис. 7). В связи с этим при-
менение фазовой методики определения коэффициента температуропро-
водности в этих условиях нецелесообразно. 

Таким образом, проведенный анализ температурных полей в зависи-
мости от параметра d, определяющего форму температурной волны, по-
зволил выявить следующие закономерности.  

1. При малых значениях параметра d – до 1,5 % величины полуперио-
да – температурная волна несущественно отличается от меандра, и может 
быть использовано решение задачи, приведенное в работе [4]. В этом слу-
чае возможно применение как фазового, так и амплитудного полигармо-
нических методов.  

2. При значениях параметра d более 2,5 % полупериода профиль тем-
пературной волны – трапеция. В этом случае необходимо применение ре-
шения задачи с модифицированными граничными условиями (7), использо-
вание фазового метода возможно при ограничениях на диапазон иссле-
дуемых материалов и координату положения датчика температуры (рас-
стояния от зоны температурных возмущений до точки регистрации темпе-
ратуры). Причем применение фазового метода требует совершенных из-
мерительных средств. Учитывая вышесказанное, приходим к выводу 
о целесообразности применения амплитудного метода контроля темпера-
туропроводности при значениях d, превышающих 2,5 % полупериода.  

Расширение границ применимости полигармонического метода свя-
зано с регистрацией профиля температурной волны  в точке контроля 
и аппроксимации ее решением, определенным по профилю температурной 
волны в реальном эксперименте. 

 

Выводы 
 

Решение задачи о распространении температурных волн в полуогра-
ниченном в тепловом смысле образце при задании на его границе перио-

дической функции, удовлетворяющей условию ,0),(
0

0
∫
τ

=ττ dxT  позволило: 
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1) сформулировать новый полигармонический метод контроля 
температуропроводности твердых материалов, исключающий ограничения 
на форму периодической функции; 

2) существенно расширить класс контролируемых материалов; 
3) сформулировать четкие критерии применения методик контроля 

температуропроводности. 
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Mathematical Modeling of Heat Transfer in Samples when 
Monitoring  Thermal Conductivity by Polyharmonic Method 
of Temperature Waves 
 
E.L. Artyukhina, S.V. Mishchenko 
 
Tambov State Technical University, Tambov 
 

Key words and phrases: boundary value problem of heat 
transfer; mathematical modeling; polyharmonic method; temperature 
waves; thermal diffusivity.  

 
Abstract: The mathematical model of heat transfer in semi-

infinite homogeneous isotropic material in case of setting on the 
border of an periodic function, satisfying  the following condition 

∫
τ

=ττ
0

0

0),( dxT  has been built. The solution of the boundary value 

problem of heat transfer with the actual boundary conditions has 
been built. A particular case of this solution has been examined. 
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