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Аннотация. Предложена математическая модель динамики 

взаимосвязи продавца и покупателя. Полученные функции по-
зволяют отслеживать изменения цен и объемов продаж на мик-
рорынках торговой сети. Представлены поясняющие примеры. 

 
 
 
 
В торгово-посреднических сетях цены и объемы материального пото-

ка имеют непосредственную связь через наличие спроса и предложения. 
Сеть моделируется в виде графа [1]: вершины – микрорынки, ветви – 
субъекты (или элементы), выполняющие функции продавцов и/или поку-
пателей, а именно: производители, посредники и конечные потребители. 

Движение потока (или товарных единиц) в сети связано с процессом 
купли-продажи. Для определения финансовых средств, затрачиваемых при 
перемещении (приобретении) товарных единиц между двумя рассматри-
ваемыми микрорынками сети, вводится вещественная величина, получив-
шая название «цена». Цена – количество затрачиваемых финансовых 
средств на перемещение товарной единицы из одной вершины сети в дру-
гую. 

В торгово-посреднической сети должно соблюдаться равновесие (или 
баланс) между спросом и предложением. При условии его сохранения на 
определенном интервале времени можно построить систему линейных 
алгебраических уравнений [2], решение которой позволит определить объ-
емы распределения товара по сети и цены на микрорынках. Чтобы рас-
смотреть процесс в динамике, следует построить систему линейных диф-
ференциальных уравнений. 
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Финансовый поток движется от конечных потребителей к производи-
телям, он запасается у производителей и посредников и расходуется ко-
нечными потребителями. Тем самым предполагается, что конечный по-
требитель имеет финансовые средства без учета функций накопления. 
Речь идет о рассмотрении замкнутой торговой системе, в которую финан-
совые средства не поступают извне. 

В сети потребляемые объемы товарных потоков и установившиеся 
цены представлены заданными функциями времени, в модели – прило-
женными к сети сигналами.  

Функции и сигналы сети. Конечный потребитель рассматривается 
как идеализированный элемент, который, оплачивая товар, приобретает 
его и не продвигает далее по сети. На графе (в модели) он представляется 
ветвью с параметрами: проводимость – Y = Q/p; сопротивление (или рези-
стивность) – r = 1/Y = p/Q, где p и Q – цена и объем приобретаемого това-
ра. Финансовые средства, затрачиваемые конечным потребителем на при-
обретение товара:   R = p Q = Yp2 = r Q2. 

Потребитель формирует на рынке продукции спрос, функция которо-
го p = f(Q) = p0 – a1Q (рис. 1), где p0 – начальное (при t = 0) значение цены 
на момент начала анализа поведения рынка; Q – приобретаемый (потреб-
ляемый) объем товара; а1= Qp ∆∆ / ≥0 – коэффициент, характеризующий 
скорость изменения цены в зависимости от изменения объемов потребле-
ния товара. При а1 = 0 функция спроса соответствует идеализированному 
состоянию рынка – чистая конкуренция, на котором цена не зависит от 
объемов потребления (p = const). Во всех иных ситуациях при а1>0 рынок 
считается конкурентным (функции на рис. 1 – пунктирные линии). 

Продавцы формируют на рынке предложение, функция которого  
Q = f(p) = Q0 + a2p (рис. 2), где Q0 – начальное значение объема товара;  
а2 = pQ ∆∆ /  ≥ 0 – коэффициент, характеризующий скорость изменения 
объема от изменения цены, При а2 = 0 функция предложения соответству-
ет чистой монополии (Q = const), когда объемы производства и реализации 
товара не зависят от цены на рынке. 

Рассмотрим покупателя как элемент сети, через который протекает 
товарный поток без потерь. Связь между потоком и ценой в элементе ус-
танавливается на основе закона о спросе. Рост объемов приобретения то-
вара будет приводить к снижению цены на микрорынке. Тогда связь меж-
ду объемом продаж и ценой будет иметь вид 
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Цена покупателя определяется скоростью изменения объема приобре-
тения товара. Если цена до момента анализа спроса t = 0 имела значение 
p0, то будем иметь на микрорынке чистую конкуренцию. 

Если задана цена, то проинтегрировав обе части (1) в пределах от  
– ∞ до t, получим, что объем в любой момент времени 
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Рис. 1. Функции спроса 

 
Рис. 2. Функции предложения 

 
Здесь Q(0) – начальный объем (при t = 0), учитывающий все процессы 

в элементе до момента t = 0. Чтобы определить объем приобретаемого то-
вара, следует знать величины цен при t > 0 и объем при t = 0. При этом за-
кон изменения цены (закон спроса) до момента t = 0 не имеет значения.  

С учетом соотношения (1) финансовые средства, идущие на приобре-
тение товара покупателем, определяются по выражению 
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Следующим элементом сети является продавец – идеализированный 
элемент, в котором отсутствуют потери товарного потока. Если предпо-
ложить, что к данному элементу приложена цена, то через него (в соответ-
ствии с законом о предложении) будет двигаться товарный поток: 

 

.2 dt

dp
aQ =                                                  (4) 

 

Объем товара на рынке определяется скоростью изменения цены. Ес-
ли она неизменна во времени, приращение объема будет равным нулю. 
Следовательно, до момента t = 0 и после него, Q = Q(0), что соответствует 
идеализированному случаю – чистая монополия. 

Проинтегрировав (4) в пределах от – ∞ до t, получим выражение для 
цены, сформировавшейся у продавца, 
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где p(0) – начальная цена в момент t = 0. 
Выражение (5) позволяет установить непрерывность потока партий 

груза через продавца. Беря во внимание соотношение (4), финансовые 
средства, полученные продавцом от реализации товара, равны 

 

.
2

2
1

2прод

pa
dt

dt

dp
paR

t

== ∫
∞−

                                       (6) 

 

Природа поведения покупателя и продавца дуальна, что позволяет ус-
тановить соотношения между их функциями (табл. 1). 
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Таблица 1 
Соотношения между ценой и объемами продаж 
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Соотношения подтверждают смену функций элемента сети, то есть 

покупатель может в дальнейшем стать продавцом и наоборот. 
Анализ простейших динамических цепей. Простейшие цепи перво-

го порядка (продавец – конечный потребитель, пассивный продавец – по-
купатель (посредник)) описываются линейными интегро-дифференциаль-
ными уравнениями. Для их составления требуются уравнения элементов 
(см. табл. 1) и уравнения соединений, зависящие  только от геометриче-
ской конфигурации и способов соединения элементов цепи. Уравнения 
соединений составляются на основе законов сохранения материального 
потока в узле сети и сохранения стоимости товара [1]. 

Первый закон дает уравнение равновесия объемов в узле цепи 
 

0=±∑ kQ ,                                                    (7) 
 

где k – порядковый номер элемента в цепи. 
Второй закон дает уравнение равновесия цен в контуре цепи 
 

0=±∑ kp .                                                    (8) 
 

Знак объема и цены определяется выбором обхода контура сети.  
Цепь «продавец – конечный потребитель» моделирует связь продавца 

и покупателя, соединенных последовательно через микрорынок. Покупа-
тель считается пассивным элементом (с параметрами, постоянными во 
времени). Микрорынок относится к рынку продавца и характеризуется 
предложением, функция которого pS = f1(Q, t). 

Для данной цепи полагаем, что неизвестное начальное условие (при  
t = 0) задается величиной цены продавца рпрод(0) = р0, а цепь – р0(t). Так как 
цепь моделирует последовательную связь из двух элементов, то согласно 
(8) pпрод + pкон. потр = р0(t) (t > 0). 

Используя уравнения элементов, получим 
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В силу непрерывности процесса предложения товара, для продавца 
должно сохраняться условие Qпрод(0–) = Qпрод(0+) = Q0. 

Согласно теории линейных дифференциальных уравнений с постоян-
ными коэффициентами, решение неоднородного уравнения Q = Qсв + Qв, 
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где Qсв и Qв – соответственно, свободная и вынужденная составляющие 
уравнения. 

Свободная составляющая является решением при отсутствии в цепи 
факторов, влияющих на продвижение товара по сети. В данном случае 
связь «продавец – конечный потребитель» свободна от внешних воздейст-
вий, так что реакция на микрорынке будет определяться только парамет-
рами элементов цепи и начальными условиями. Движение (изменение) 
объема продаж товара и цены на него возможно только за счет ранее запа-
сенного товара у продавца и финансовых средств, принадлежащих поку-
пателю. 

Для выражения (9) однородное уравнение и соответствующее ему ха-
рактеристическое уравнение имеют первый порядок: 
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где λ  – коэффициент (корень) характеристического уравнения, 
τ−=−=λ=λ /1/1 21 ra , ra2=τ  – постоянная времени затухания свобод-

ной составляющей 
τ−⋅λ == /

св ee tt AAQ .                                          (11) 

Постоянную времени можно определить как 
Q

p

p

Q

∆
∆=τ , где 

pQa ∆∆= /2 , r = p/Q. Таким образом, τ = ЕS  – коэффициент эластичности 
предложения. Если ЕS > 1, то предложение является эластичным по цене р, 
при ЕS < 1 – не эластичное по р. Выражение (11) можно переписать в виде: 

SEtAQ /
св e−= . 

Вынужденная составляющая является частным решением неоднород-
ного уравнения. Вид решения зависит от правой части уравнения, то есть 
от вида, приложенного к цепи сигнала (импульса величины объема или 
цены). В реальной торговой сети сигналы могут иметь различную форму и 
меняться во времени. Для простых сигналов – постоянных, циклически 
изменяющихся и экспоненциальных, вид решения подобен правой части 
уравнения цепи. Решения сводится к подстановке в уравнение принятой 
функции с неизвестными коэффициентами, которые определяются из при-
равнивания левой и правой частей уравнения. Если подставить в уравне-
ние вынужденную (установившуюся) составляющую в виде постоянной 
величины, все производные обращаются в нуль. В обеих частях уравнения 
появляются постоянные величины и можно определить установившуюся 
составляющую.  

Рассматривая уравнение (9) в качестве фактора, влияющего на про-
движение товара по цепи, можно принять цену р0(t) = ру, где ру – устано-
вившееся значение цены. Обратившись к формуле (11), в которой посто-
янная интегрирования А соответствует переменной Q0, получим ее из 
уравнения цепи по заданному начальному условию для цен (при t = 0) из 
(9):  

p0 + rQ0 = ру;     Q0 = (ру – р0)/r.                                    (12) 
 

Тогда свободная составляющая будет равна  
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где А = (ру – р0)/r  – значение постоянной интегрирования, удовлетворяю-
щее начальному условию. 

Найти Qу сложнее, чем Qсв, так как в (9) независимое начальное усло-
вие задано в виде непрерывного значения цены продавца рпрод(0) = p0, а 
переменной является величина объема товара Q0 = Qпрод(0). Если Qпрод(0) 
не задано, то в момент включения элемента (продавца) в цепь Qпрод может 
испытывать скачки. Поэтому необходимы дополнительные вычисления 
зависимого начального условия. Тогда в качестве естественной перемен-
ной выбирается цена продавца. Уравнение цены продавца записывается 

через выражение 
dt

dp
aQ 2=  и согласно (9): 

у
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rap =+ ;   рпрод(0) = p0,    Q > 0.                     (14) 

Корни характеристического уравнения совпадают с (10), так как цепь 
та же. Установившееся значение цены продавца, как следует из (14),  

рпрод = pу. Поэтому SEtApp /
упрод e−+= . 

Постоянная интегрирования при t = 0, А = р0 – ру, а цена продавца: 
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В (15) коэффициент эластичности 
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Роль свободной составляющей в (15) заключается в устранении воз-
можного скачка цены у продавца, если разность между начальным и уста-
новившемся значениями  р0 – ру ≠ 0. 

Пример 1. Начальные значения: объема продаж Q0 = 150 ед.; цены  
p0 = 75 ед. Установившиеся значения: цена  продавца – pу = 50 ед.; объем 
реализации – Qу = 100 ед. Определим: значение проводимости Y = Qу/pу = 
= 100/50 = 2,0; значение резистивности r =  1/Y = 0,5; постоянная времени 
затухания (эластичность) ES = 1,0. Значение реакции принимается р0 > ру. 
Согласно (15), решение в графическом виде представлено на рис. 3. 

 
а)                                                                          б) 

Рис. 3. Экспоненциальная зависимость цены продавца во времени: 
а – при А > 0; б – при A < 0 
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Свяжем первое выражение (15) с функцией предложения pS = f1(Q,t). 
Во-первых, если продавец характеризуется высокой проводимостью пото-
ка Yпрод>>  0, то коэффициент а2 в pS= f1(Q,t) будет иметь малую величину, 
а ES  близок к нулю. При этом функция предложения (при Q = const) опи-
сывает микрорынок, на котором присутствует монополия продавца (см. 
рис. 2). Применив (15), можно видеть, что на данном рынке величина рпрод 

за малый промежуток времени достигнет значения ру. Это свидетельствует 
о практически неограниченных возможностях продавца, способного быст-
ро довести цену до установившегося значения. Во-вторых, при малой ве-
личине проводимости Yпрод (характерной для фирм относящихся к малому 
бизнесу), коэффициенты а2 >> 0, ES >> 0. Функция предложения  
(pS = const) отвечает условиям существования чистой конкуренции про-
давца. На данном микрорынке продавцу требуется гораздо больше време-
ни для доведения цены до ру, поскольку из-за малых объемов реализации 
товара он не способен повлиять на конечного потребителя. 

Цепь «пассивный продавец – покупатель (посредник)» объединяет 
микрорынок, на котором доминирует покупатель, формируя спрос на то-
вар, функция которого pD= f2(Q, t). Продавец является пассивным элемен-
том цепи, то есть характеризуется параметрами, постоянными во времени. 

Используя уравнение pпас. прод + pпок = р0(t) (t > 0), включив в него урав-

нение пассивного продавца pпас. прод = rQ и покупателя 
dt

dQ
ap 1−= , будем 

иметь: 

.0),(01 >=− ttp
dt

dQ
arQ                                       (16) 

Для данного уравнения получим: 0св
1св =−

dt

dQ
arQ ; .01 =λ− ar  Един-

ственный корень характеристического уравнения τ==λ=λ /1/ 11 ar , где 

Yara 11 / ==τ – постоянная времени цепи, которая позволяет определить 
свободную составляющую 

.ee /
св

τλ == tt AAQ                                               (17) 

Постоянная времени DE
р

Q

QQ

pp

p

Q

Q

p
Ya =⋅

−
−

=⋅
∆
∆==τ

у

у

у0

у0
1  – коэффи-

циент эластичности спроса по Q. Тогда (17) запишем как ./
cв e DEtAQ =  

Возвращаясь к (16), определим Qу, приняв в качестве фактора, воз-
действующего на перемещение товара по цепи, цену р0(t) = ру. Тогда  

 

.у
у

1у p
dt

dQ
arQ =−                                                (18) 

 

Приравняв в (18) производную нулю, при  r = ру/Qу, получим выраже-
ние 

Qу = ру/r.                                                   (19)  
 

В установившемся режиме (Qу = const) цена покупателя принимается 
равной нулю, а величина объема продаж Qу согласно (19). 
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Искомое значение объема продаж будет равно сумме (17) и (19): 
 

DEtAQQQQ /
усвупок e+=+= ,    t > 0.                        (20) 

 

Постоянная интегрирования (при t = 0): Q(0) = Qу + Qсв = Qу + A. От-
сюда начальное значение свободной составляющей 

 

Qсв(0) = Q(0) – Qу(0),      A = Q0 – Qу.                              (21) 
 

Подставив в (20) значение A из (21), будем иметь 
 

( ) DEtQQQQ /
у0упок e−+= ,    t > 0.                            (22)  

 

Решение (22) в графическом виде совпадает с решением выражения 
(15) (см. рис. 3), является устойчивым, так как ED < 0. 

Рассматривая связь функции спроса на микрорынке pD= f2(Q, t) с вы-
ражением (22), отметим следующее: 1) для крупного покупателя (посред-
ника), обладающего Yпок >> 0 (с малыми значениями а1 и ED), спрос по 
объему продаж не эластичен. Такой покупатель является монополистом в 
приобретении товара (pD= const) и для достижения объемов покупки Qпок 

до Qу ему требуется незначительное время; 2) если покупатель обладает 
малой величиной проводимости Yпок, коэффициенты а1 >> 0 и ED >> 0, а 
функция спроса (Q = const) характеризует микрорынок как рынок чистой 
конкуренции среди покупателей. На данном микрорынке покупателю тре-
буется значительное время для доведения объемов продаж до установив-
шегося значения. 

В сети возможно моделировать связь «продавец – покупатель» в виде 
параллельной цепи «продавец – конечный потребитель» и параллельной 
цепи – «покупатель – конечный потребитель». Такие соединения элемен-
тов встречаются редко, тем не менее, проанализируем их с целью возмож-
ного изменения объема и цены во времени. 

Каждая из параллельных цепей имеет один микрорынок и в качестве 
переменной можно выбрать цену, совпадающую с ценой всех параллельно 
задействованных элементов. Для цепи «продавец – конечный потреби-
тель» цена соответствует заданию начального условия рпрод(0) = p0. При 
рассмотрении цепи «покупатель – конечный потребитель» удобнее при-
нять за переменную объем продаж и принять в качестве начального усло-
вия Qпок(0) = Q0. Цену покупки можно найти дифференцированием выра-
жения определения объема. 

Используя условия непрерывности выбранных переменных, устано-
вим процесс изменения цены продавца в цепи «продавец – конечный по-
требитель» и объема товара приобретенного покупателем в цепи «покупа-
тель – конечный потребитель». 

Для параллельной цепи «продавец – конечный потребитель» цена 
рпрод(0) = p0. При t = ∞ реализуется товар в объеме Qпрод = const. Тогда цена 
продавца в установившемся режиме ру = rQ. Свободная составляющая 
указывает на изменение цены между p0 и ру по экспоненте. Тогда цену 
продавца можно будет определить по выражению (15). 

Рассуждая по аналогии с вышеизложенным, для параллельной цепи 
«покупатель – конечный потребитель» получим:  объем приобретения  то- 
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а)                                                                                  б) 

Рис. 4. Функции:  
а – предложения; б – спроса 

 

вара покупателем – Qпок(0) = Q0, а установившееся значение объема по-
купки равно установившемуся значению Qу. Следовательно, объем приоб-
ретения товара покупателем определяется по (22). 

Построение функций спроса и предложения. Выражения (15) и (22) 
позволяют строить функции предложения pS= f1(Q, t) и спроса pD = f2(Q, t). 

Построение функции предложения для последовательной цепи «про-
давец – конечный потребитель» требует решения двух уравнений. Первое 
из них – уравнение (15), второе – подлежит построению. Для этого соглас-
но (8), pпрод + pкон. потр = р0(0). В уравнении (9) величину внешнего воздей-
ствия р0(0) зададим в качестве начального условия, конечный потребитель 
описывается величиной Q, а продавец – величиной pу. Тогда pу + rQ = р0, 
из которого Qу = (р0 – ру)/r = Q0 – Qу. Далее окончательно получим урав-
нение объема реализации товаров цепи 

( ) SEtQQQQ /
у0упрод e−−+= .                                 (23) 

 

Имея (15) и (23), исходные данные примера 1, функция предложения 
будет иметь линейную форму, представленную на рис. 4, а. 

По аналогии для цепи «пассивный продавец – покупатель (посред-
ник)» строится функция спроса. Выражения для определения Qпок и pпок: 

выражение (22); рпок = ру + (р0 – ру) DEt /e . Функция спроса, например, при 
значениях p0 = 75 ед., pу = 50 ед., Q0 = 100 ед., Qу = 150 ед. имеет вид, пока-
занный на рис. 4, б. Эластичность спроса ED = –1,5. 

Полученные выражения динамики цепей, состоящие из последова-
тельного соединения элементов торговой сети, позволяют анализировать 
изменения параметров на микрорынке во времени.  
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Abstract: The mathematical model of seller-buyer interaction 

is proposed. The produced functions allow tracking the changes of 
prices and sales turnover in the trade networks of micro-markets. 
The examples are given. 
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